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М а т е м а т и к а 

УДК  517.982.256  +  515.124.4 

О  М Н О Ж Е С Т В Е  Т О Ч Е К  Ш Т Е Й Н Е Р А  Ч Е Т Ы Р Е Х  Э Л Е М Е Н Т О В 
В  П Р О С Т Р А Н С Т В Е  Л И Н Д Е Н Ш Т Р А У С С А 

Б .  Б .  Б е д н о в 1 

Исследуется  связь множества точек Штейнера четырехэлементного  множества с мно­
жеством  точек  Штейнера  трехэлементного  подмножества  в  предуальных  к  L i  простран­
ствах. Предъявлена липшицева выборка из отображения, сопоставляющего четверке непре­
рывных  на  хаусдорфовом  компакте  функций  их  множество  точек  Штейнера. 

Ключевые  слова: банахово пространство, пространство Линденштраусса, точка Штей­
нера,  липшицева  выборка. 

We  study  the  connection between the  set  of Steiner points for  a  four­element  set  and  the 
L i 

presented  for  the  mapping  from  fours  of continuous functions  on  a  Hausdorff  compact  set  to 
the  set  of their  Steiner points. 

Key  words: Banach space, Lindenstrauss space, Steiner point, Lipschits selection. 

Пусть  (X,  || • ||) — банахово  пространство.  Для  заданного  набора  Mn  =  {x1,...,  xn}  С  X  множе­
ство  точек  Штейнера  (в  англоязычной  литературе  — медиан)  s t ( M n )  состоит  из  таких  точек  s  €  X , 
для  которых 

n n 
| |x k  — s||  =  inf  < ^  | |x k  — x||  : x  €  X  > = :  | s t | (M n ) . 

k=l  [k=1  J 
Пусть  n  ^  3 — натуральное  число.  Говорят,  что  банахово  пространство  X  обладает  свойством 

п.2.1.Р.  (п.2  Intersection  Property  [1]), если  всякие  n  попарно  пересекающихся  замкнутых  шаров  в  X 
имеют  непустое  пересечение. 

Теорема  А  (А.Гротендик  [2],  И. Линденштраусс  [3],  см.  также  [1]). Для,  действительного  ба­

X 
(1)  X  обладает  свойством  n.2.I.P.  для  всякого  n  ^  3; 
(2)  X  обладает  свойс твом  4.2.I.P.; 
(3)  X *  изометрически  томорфно  L1(/)  =  L1(E,  Е, /t)  для  некоторого  множества  E,  некоторой 

а­алгебры  Е  подмножесme  E  и  некоторой  а­аддитивной  меры  /г,  определенной  на  Е ; 
(4)  X**  1­дополняемо  в  любом  содержащем  его  банаховом  пространстве  Z  (т.е.  существует 

линейный  проектор  P  : Z  — X**  нормы  1). 
Пространства,  удовлетворяющие  условиям  теоремы  А,  называются  предуальными  к  L i  или 

пространствами  Линденштраусса.  К  этому  классу  пространств  относятся  все  пространства  C [K] 
действительнозначных  функций,  непрерывных  на  (хаусдорфовом)  компакте  K ,  пространства  Co(E), 
loo и  многие  другие. 

В  предуальном  к  L i  пространстве  множество  точек  Штейнера  s t ( M n )  непусто  [4]  для  произ­
M n  С  X  s t (M n ) 

метрических  отрезков  (метрический  отрезок  с  концами  a  и  b  в  банаховом  пространстве  X  есть 
множество  m[a,  b] =  {x  €  X  :  ||x  — a||  +  ||x  — b||  =  ||a  —  b| |}) .  Точнее,  верна 

Теорема  В  [5]. Пусть  пространство  X  предуально  к  L^ . Для  множества  M  =  { x 1 , . . .  , x n } 
X 

|st |(M)  =  i  max  J  L

(
N

j)  •
 N

i  U •  •  •  U Nk  =  M  1 , 
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где  максимум  берется  по  всем  не  менее  чем  двухточечным  подмножествам  Nj  С  M,  причем  если 

точка  xi  имеет  кратность  pi  в  множестве  M,  то  x i  содержится  в pi  различных  множествах  из 

{Nj}j
k

=1.  Число  L(Nj)  обозначает  максимальную  сумму  длин  ребер  цикла,  обходящего  все  вершины 

Nj 

j 

st(M)  =  р |  st(Nj*)  =  р |  m [ x p , x g ] ,  (1) 
j=1 

{ N j

*  } j

j

= 1  M 

X j = 1  L(Nj*)  =  2|st |(M) ,  а  последнее  пересечение  берется  по  тем  парам  индексов  p, q,  для  которых 

xp,  xq  €  Nj*  соединены  ребром,  в  цикле  с  длиной  L(Nj*) ;  обходящем  множество  Nj*,  j  =  1 , . . . ,  k. 
Nj 

дважды. 
Nj  M 

состоят  либо  из  нечетного  количества  точек,  либо  всего  из  двух.  Поэтому  для  четырехточечного 
множества  M 4 разбиение  { N j } состоит  из  пары  двухэлементных  подмножеств. 

Следствие  1.  Пусть  пространство  X  предуально  к  L 1 ;  x 1 , x 2 ,  x 3 , x 4  €  X .  Тогда 

| s t | (M 4 )  =  max{^x 1  — x 2 | |  +  | |x 3  — x 4 | | ,  | |x 1  — x 3 | |  +  | |x 2  — x 4 | | ,  | |x 1  — x 4 | |  +  | |x 2  — x 3 | | }  = :  max(M 4 ) . 

Ј a u  max(M 4 )  =  ||x1— x 4 | | +  | |x 2 —x 31|,  то  экстремальное  разбиение  {Nj*}  множества  M4  (возможно, 

не  единственное)  состоит  из  { x 1 , x 4 }  и  { x 2 , x 3 } ;  при  этом  s t (M 4 )  =  m [ x 1 , x 4 ]  П  m [ x 2 , x 3 ] . 
M 

пользуя  первое  равенство  формулы  (1),  можно  однозначно  вычислить  расстояния  от  каждого  эле­
M  s  €  st(M) 

M  { x, y } 
говоря,  расстояние  ||x  — s||  определено  неоднозначно  при  s  €  s t (M). 

| x1—s|  s  €  st(x 1 , x 2 ,  x 3 ,  x 4 ) 
st(x1, x2, x3, x4) 

L 1  St 4  :  M 4  —  s t (M 4 ) 
C[K]  K 

s t (M 3 )  L 1 

X  L1  x1 , x2, x3  €  X 

st(x1,x2,x3)  =  m[x1,x2]  П m[x2,x3] П m[x3,x1]  =  n 3 = 1 S ( x i , r i ) , 

где  n  = :  ±(\\xj  ­  Xi\\  +  \\xk  ­  Xi\\  ­  \\xk  ­ X j \ \ ) ,  {i,j,k}  =  {1 ,2 ,3} . 
Таким  образом,  для  каждой  точки  s  €  st(x1, x2 ,  x3)  в  предуальном  к  L 1  пространстве  верно 

|  x1  — s|  +  | x2  — s|  =  | x1  —  x2 | 

Пусть  r^f^  =  7}(\\xi  —Xj\\  +  \\xi  — xk\\  — \\xj  — xk\\)­  Это  расстояние  от  точки  Xi  до  (любой)  Т О Ч К И 

s  €  s t ( x i , x j , x k ) ,  что  следует  из  леммы  В.  Обозначим  r m  =  m i n { r i

( j j )  |  { j ,  k}  С  { 1 ,  2, 3, 4}  \  {г}}. 
X  L1  M4  =  { x 1 ,  x2, x3, x4}  С  X  | x1 — x4|  +  | x2 — 

x 3 | |  =  max(M 4 ) .  Тогда  r m  =  г ( 2 3 ) . 
{x  , x j ,  x j }  {x  , x 2 ,  x 3 }  j  =  4,  k  € 

{2 ,3} ,  {p} =  { 2 , 3 } \ { k } .  Тогда  2 r ( 4 j )  =  | |x 1 — x 4 | | +  | |x 1 — x k | |  — | |x 4 — x k | | ,  2 г ( 2 3 )  =  | |x 1 — x 2 | | +  | |x 1 — x 3 | | — 
||x2 — x3||.  Преобразуя  эти  две  величины,  приходим  к  сравнению  ||x1 — x41| +  ||x2 — x3||  =  max(M4)  и 
и  'и  (4fc)  ^  (23) 
| |x 1  — x p | |  +  | |x k  — x 4 | | ,  т.е.  r1  ^  r1  . 

x  x 2 x 3 

лежащей  x^,  содержится  как  слагаемое  в  выражении  max(M4). 
Л е м м а  2.  Пусть  пространство  X  предуально  K L ^  M 4  =  { x 1 ,  x 2 ,  x 3 ,  x 4 }  С  X,  ||x1 — x 4 | |  +  | |x 2 — 

x 3 | |  =  max(M 4 ) .  Тогда, существует  точка  s  €  s t ( x 1 , x 2 , x 3 )  П  s t ( x 1 , x 2 , x 3 , x 4 ) . 
Доказательство .  Обозначим  r 1  =  г ( 2 3 ) ,  r 2  =  г 2 1 3 )  =  | |x 1  —  x 2 1|  —  r 1 ,  r 3  =  | |x 2  —  x 3 | |  —  r 2  = 

| |x1 — x 3 | |  — r 1  =  r 3 1 2 )  (числа  из леммы  В)  и  г 4  =  | |x1 — x 4 | |  — г ь  Докажем,  что  сферы  S(x i ,  r i )  попарно 
пересекаются.  Достаточно  проверить  выполнение  неравенств  Г2 +  Г4  ^  ||x2 — x4| |  и Г3 +  Г4  ^  ||x3 — x4 | | , 

г 4 

Сумма  г 3  +  г 4  =  ||x1 — x 4 | |  — ||x1 — x 2 | |  +  | |x 2 — x 3 | |  не меньше  | |x 3 — x 4 | |  ввиду  условия  для  max(M 4 ) . 
Аналогично  г 2  +  г 4  =  | |x 1  — x 4 | |  —  | |x 1  — x 3 | |  +  | |x 2  — x 3 | |  ^  | |x 2  — x 4 | | . 
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Таким  образом,  все  неравенства  треугольника  для  радиусов  сфер  выполнены,  поэтому  сфе­
ры  S ( x i , r ) ,  а  значит,  и  шары  B ( x i , ^ )  попарно  пересекаются.  Следовательно,  в  силу  свойства 
п.2.LP.  пространства  X  множество  П 4 = 1 В ( x i ,  r i )  непусто.  По лемме  В пересечение  шаров  П 3 = 1 В ( x i ,  r i ) 
есть  пересечение  сфер  П 3 = ^ ( x i ,  r i )  поэтому  П 4 = 1 В ( x i , r i )  С  П 3 = ^ ( x i ,  г^ .  К  тому  же  B ( x 1 , r 1 )  П 
B(x4,r4)  =  S ( x 1 , r 1 )  П S(x 4 ,  r 4 ) .  Поэтому  пересечение  сфер  П 4 = ^ ( x i , r i )  непусто  и  существует  точка 
s  €  st(x 1 , x 2 ,  x 3 )  П S(x 4 ,  г 4 ) .  При  этом  | |x 1  —  s||  +  | |x 2  — s||  +  | |x 3  — s||  +  | |x 4  —  s||  =  г 1  +  r 2  +  г 3  +  г 4  = 
| |x 1  — x 4 | |  +  | |x 2  — x 3 | |  =  max(M 4 ) ,  т.е.  s  €  s t (M 4 )  =  m[x 1 ,  x 4 ]  П m[x 2 , x 3 ] . 

Лемма  доказана. 
s 

| |x1  s||  =  г™ ,  | |xi  s||  =  | |x1  x i У  г™ ,  i  =  2,3,4. 

X  L1  x1 , x2, x3  €  X 
x4  €  X  s  €  st(x  , x2, x3)  s  €  st(x  , x2, x3,  x4) 

x  x 2 x 3 

max({x  , x 2 ,  x 3 ,  x 4 } )  x 2 x 3 

X  L  M4  =  { x  , x2, x3, x4}  С  X 
| x  — s|  s  €  st(M4)  г 

max(M4)  =  | x  — x4|  +  | x2  — x3| 
( 2 3 ) 

по  лемме  1 имеем  г^ 1  =  г1  . Для  точки  s  €  st(M4)  П st(x1, x2, x3)  (из  леммы  2)  расстояние  ||x1 — s|| 
равно  г™.  Обозначим  | |x i  —  s||  =  r i ,  i  =  1, 2, 3, 4. 

Рассмотрим  точку  s 0  с  условием  ||so  —  x 1 ^  <  г™.  Тогдa  | |x 2  —  s0||  >  г 2  и  | |x 3  —  s0||  >  r 3  no 
замечанию  2,  т.е.  | |x 2 — s0||  +  | |x 3 — s0||  >  | |x 2 — x 3 | |  =  г 2  +  г 3 .  При  этом  | |x 4 — s0||  ^  | |x 1 — x 4 | |  — | |x 1  — s0||. 
Следовательно,  ^ 4 = 1  | |x i  —  s0||  >  г 1  +  г 2  +  г 3  +  г 4  =  | |x 1  —  x 4 | |  +  | |x 2  —  x 3 | |  =  max(M 4 ) ,  т.е.  s 0  € 
st(x1, x2, x3, x4) 

Лемма  доказана. 
X  L1  M4  С  X  | x1  —  x4|  +  | x2  —  x3|  = 

max(M4)  x1  st(M4)  s  € 
st(x4, x2, x3)  П  st(M4) 

x 4  s t (M 4 )  s 
лемме  3,  а  сумма  норм  ||x1 —  s'||  +  ||x4  —  s'||  одна  и  та  же  для  всех  точек  s'  €  st(M4)  в  силу  условия 
для  max(M 4 ) ,  поскольку  s t (M 4 )  С  m[x 1  , x 4 ] . 

X  L1  M4  =  { x 1 ,  x2, x3, x4}  С  X  | x1  —  x4|  + 
| x2  — x3|  =  max(M4),  s  €  st(M4)  (  )  | x1  — s| 
[г™, ||x1 — x 4 | |  —  г^ 7 ­];  (б)  при  фиксированном  числе  R 1  =  ||x1 —  s||  €  [г™, ||x1 — x 4 | |  — г^1]  множество 

значений  величины  | |x 2  — s||  =  R 2  есть  отрезок  [A, B ] ;  где 

A  =  A ( R 1 )  =  max{^x 1  — x 2 | |  —  R 1 ,  | |x 4  — x 2 | |  —  | |x 4  — x 1 ^  + 

B  =  B =  min{ | | x 2  — x 3 | |  —  | |x 1  — x 3 | |  +  R 1 ,  | |x 2  — x 3 | |  —  | |x 4  — x 3 | |  +  | |x 4  — x 1 ^ — 

Доказательство .  Зафиксируем  s  €  s t (M 4 ) .  Обозначим  R i  =  | |xi —  s||,  i  =  1, 2, 3, 4.  Напомним, 
что  R 1  +  R 4  =  | |x1 — x 4 | | ,  R 2  +  R 3  =  ||x2 — x 3 | |  в  силу  условия  на  max(M 4 ) .  По  лемме  3 и  следствию  3 
имеем  R 1  €  [г™, | |x 1  —  x 4 | |  —  г ^ ] .  Заметим,  что  R 2  ^  | |x 1  —  x 2 1| —  R 1 ,  R 2  ^  | |x 4  —  x 2 | |  —  R 4  =  | |x 4 — 
x 2 | |  — | |x 4  —  x 1 ^  +  т.е.  R 2  ^  A ( R 1 )  Далее,  R 2  =  | |x 2  —  x 3 | |  —  R 3  и  R 3  ^  | |x 1  —  x 3 | |  —  R 1 ,  R 3  ^ 
| |x 4  —  x 3 | |  —  R 4  =  | |x 4  —  x 3 | |  — | |x 4  —  x 1 ^  +  R 1 5  откуда  R 2  ^  | |x 2  —  x 3 | |  — | |x 1  —  x 3 | |  +  R 1  и  R 2  ^ 
| |x 2  — x 3 | |  —  | |x 4  — x 3 | |  +  | |x 4  — x 1 ^  —  т.е.  R 2  ^  B ( R 1 ) . 

(а)  Зафиксируем  число  R 1  €  [г™, ||x1—x4||— г™^ Докажем,  что для  числа  R 2  =  A ( R 1 )  существует 
такая  точка  s  €  st(M4),  что  | |xi —  s||  =  Ri,  i  =  1, 2.  Для  этого  достаточно  проверить,  что  сферы 
S(xi,  Ri)  i  =  1, 2, 3, 4  R3  =  | x2 — x3|  — R2,  R4  =  | x1 — x4| — 
R1  в  силу  выбора  max(M4).  Проверим  выполнение  неравенств  Ri  +  Rj  ^  | |xi — x j | | ,  i  =  1, 4,  j  =  2, 3. 

1)  Если  A  =  | |x 1 —x 2 | | —R1 5  то R 1 + R 2  =  | |x 1 — x 2 | | ,  R 1 + R 3  =  R 1  +  | |x 2 —x 31| —R2  =  2R 1  +  | |x 2 — x 3 | | — 
| |x 1 — x 2 | |  ^  +  | |x 2 — x 3 | | — | |x 1 — x 2 | |  =  | |x 1 — x 3 | | .  При  этом  R 4  +  R 2  =  | |x 1 — x 4 | |  — R 1  + A  ^  | |x 1 — x 4 | | — 
R 1  +  | |x 2 —x 4 | | — | |x 1 —x 4 | | +R 1  =  | |x 2 —x 4 | | ,  R 4 + R 3  =  | |x 1 —x 4 | | —R1 +  | |x 2 — x 3 | | — | |x 1 —x 2 | | +R 1  ^  | |x 3 —x 4 | | 

max(M 4 ) 
2)  Если  же  A  =  | |x 4  —  x 2 | |  — | |x 4  —  x 1 ^  +  то  R 1  +  R 2  ^  R 1  +  | |x 1  —  x 2 | |  —  R 1  =  | |x 1  — x 2 | | , 

R 1 + R 3  =  R 1 + ^x 2 —x 3||—A  =  | |x 2 —x 3 | | — ||x4—x211 +  Пx4 — x 1 ^  ^  ||x1— x 3 | |  (в силу  определения  max(M 4 ) ) , 
R4  +  R2  =  ||x4 —  x21|.  Далее  нетрудно  проверить,  что  при  фиксированном  R1  €  [г™, | |x1 —  x4| |  —  г^1] 
отрезок  [ A ( R 1 ) , B ( R 1 ) ]  непуст,  т.е.  A  ^  B .  Для  доказательства  неравенства  R 4  +  R 3  ^  | |x 3  — x 4 | |  вос­
пользуемся  оценкой  A  ^  B  =  min{ | | x 2  — x 3 | |  —  | |x 1  — x 3 | |  +  R 1 ,  | |x 2  — x 3 | |  —  | |x 4  — x 3 | |  +  | |x 4  — x 1 ^  — R 1 }  ^ 
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| |x 2  — x 3 1|  — | |x 4  — x 3 | |  +  R 4 .  Поэтому  R 4  +  R 3  =  R 4  +  | |x 2  — x 3 | |  — R 2  ^  R 4  +  | |x 2  — x 3 | |  — | |x 2  — x 3 | |  + 
|  x3  — x4|  — R4  =  | x3  — x4| 

Таким  образом,  для  каждого  числа  R 1  €  [г™, ||x1 — x 4 1|  — г^1]  найдутся  такие  числа  R 2 ,  R 3 ,  R 4 , 
что  П 4 = ^ ^ ,  R i )  =  0  и  R 1  +  R 2  +  R 3  +  R 4  =  | |x 1  — x 4 | |  +  | |x 2  +  x 3 | |  =  | s t | (M 4 ) .  Поэтому  для  точки 
(возможно,  не  единственной)  s  €  П 4 = ^ ( x i ,  Ri)  выполнены  условия  | |xi — s||  =  Ri  и  s  €  st(M4). 

По  лемме  3 и  следствию  3 все  точки  s'  с  условием  ||s'  — x11|  €  [г™, ||x1 — x41|  — г^1]  не  содержатся 
st(M4) 

(б)  Зафиксируем  еще  и  число  R 2  €  [ A ( R 1 ) , B ( R 1 ) ]  и  докажем,  что  П 4 = ^ ( x i ,  R i )  =  0  при  R 4  = 
||x1  — x 4 | |  — R 1 ,  R 3  =  | |x 2  — x 3 | |  — R 2 .  Необходимо  проверить  неравенства  R i  +  Rj  ^  | |xi  — x j | | ,  i  = 
1,  4,  j  =  2, 3. 

Заметим,  что  R 1  +  R 2  ^  R 1  +  A  ^  R 1  +  | |x 1  — x 2 | |  — R 1  =  | |x 1  — x 2 | |  и  R 4  +  R 3  =  | |x 1  — x 4 | |  — R 1  + 
| |x 2  — x 3 | |  — R 2  ^  | |x 1  — x 4 | |  — R 1  +  | |x 2  — x 3 | |  — B  ^  | |x 1  — x 4 | |  — R 1  +  | |x 2  — x 3 | |  — (| |x 2  — x 3 | |  — | |x 3  — x 4 | |  + 
| |x 1 — x 4 | |  — R 1 )  =  | |x 3 — x 4 | | .  Аналогиино  R 4  +  R 2  =  | |x 1 — x 4 | |  — R 1  +  R 2  ^  | |x 1 — x 4 | |  — R 1  +  A  ^  | |x 2 — x 4 | | 
и  R 1  +  R 3  =  R 1  +  | |x 2  — x 3 | |  — R 2  ^  R 1  +  | |x 2  — x 3 | |  — B  ^  | |x 1  — x 3 | | . 

S(xi,  Ri),  i  =  1, 2, 3, 4 
n.2.I.P.  и  равенства  R 1  +  R 2  +  R 3  +  R 4  =  max(M 4 )  =  |s t | (M 4 )  для  каждого  R 2  найдется  s  €  s t (M 4 )  с 

| x 2  — s|  =  R 2  €  [A,  B]  R 1  =  | x 1  — s| 
Теорема  доказана. 
Числа  R i  =  | |x i  — s ,̂  i  =  1,2,3,4,  с условием  R 1  +  R 2  +  R 3  +  R 4  =  | s t | (M 4 )  задают  подмножество 

{s  €  X  :  ||s  — x i | |  =  Ri,  i  =  1, 2, 3, 4}  =  n ^ S ^ i ,  Ri)  в  st(M4). 
Т е о р е м а  2.  Пусть  пространство  X  предуально  к  L 1 ;  M 4  =  { x 1 , x 2 , x 3 , x 4 }  С  X,  | |x1 — x 4 | |  + 

| x2  — x3|  =  max(M4) 

st(M4)  =  S(x1, R1) П S(x2,  R2) П S(x3,  | x2  — x3|  — R2) П S(x4,  | x1  — x4|  — R1)  . 

R2  €[A(Ri),B(Ri)] 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В  условиях  теоремы  множество  точек  s  €  st(M4),  удаленных  от  x1  на  рас­
стояни е  R 1  €  [г™, | |x 1  — x 4 | |  — г™],  есть  в  точн о сти  множеств о  (S(x 1 ,  R 1 )  П S (x 4 ,  | |x 1  — x 4 | |  — R ^ )  П 
( U R 2 € [ A ( R 1 ) , B ( R 1 ) ] ( S ( x 2 ,  R 2 )  П S(x 3 ,  | |x 2  — x 3 | |  — R 2 ) ) )  no  теореме  1,  (б)  и  по  представлению  s t (M 4 )  = 
m [ x 1 , x 4 ]  П m [ x 2 , x 3 ] .  Отсюда  и  из  теоремы  1,  (а)  получается  утверждение  теоремы  2. 

Теорема  доказана. 
Приведем  еще  один  пример  построения  точек  Штейнера  четырехэлементного  множества. 
У т в е р ж д е н и е .  Пусть  пространство  X  предуально  к  L 1 ;  { x 1 ,  x 2 ,  x 3 ,  x 4 }  С  X ,  z  €  s t ( x 1 , x 2 , 

x 3 , x 4 ) ,  s  €  s t (x i , x j ,  z),  { i ,  j }  С  { 1 , 2, 3, 4 }  Тогда  s  €  st(x 1  , x 2 , x 3 , x 4 ) . 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Без  ограничения  общности  считаем,  что  i  =  1,  j  =  2.  Если  s  =  z,  то  утвер­

ждение  тривиально.  Если  величина  ||x1 — x2||  входит  в  выражение  m a x ( { x 1 , x 2 , x 3 , x 4 } ) ,  то  s  =  z. 
Пусть  s  =  z  и max(M 4 )  =  ||x1  — x 4 | |  +  | |x 2 — X 3 ^ ^ ^ ^ ^ M M M ,  Ч Т О  ||x1  — z||  =  ||s  — z|| +  ||x1  — s||,  | |x 2 — 

z||  =  ||s  — z||  +  ||x2 — s||  в  силу  определения  s  и  z  по  лемме  В.  Тогда  | |x 4  — x 1 1|  =  | |x 4  — z||  +  ||x1 — z||  = 
| |x 4 — z|| +  ||s —z|| +  | |x 1 — s||  ^  | |x 4 — s||  +  | |x 1 — s||  ^  | |x 4 — x^^T.e .  | |x 4 — s||  =  ||s — z|| +  | |x 4 — z||.  Аналогично 
| x3  — s|  =  | s  — z|  +  | x3  — z|  i

4

= 1  | x i  — s|  =  i

4

= 1  | x i  — z|  s  €  st(x1, x2, x3, x4) 
Утверждение  доказано. 

Stn  :  (x1,  . . . , xn)  —  st(x1,  . . . , xn) 
никает  вопрос  о  существовании  хорошей  выборки  из  этого  отображения.  Липшицевым  выборкам  из 

l o

n 

шицева  выборка  из  отображения  St n  существует  (теорема  1  из  [7]),  но  явно  не  построена.  В  про­
L 1 

St 3  C[K] 
K 

соответствующий  результат. 
Т е о р е м а  С  [6]. Пусть  x 1 , x 2 , x 3  €  C[К] .  Отображение  ( x 1 , x 2 , x 3 )  —  V(t)  =  min{x i ( t )  +  г i ,  i  = 

1,  2, 3}  является  липшицевой  выборкой  из  отображения  St 3  (здесь  г i  =  г i ( x 1  , x 2 , x 3 )  — числа  из 

леммы  B) . 
St 4  { z 1 , z 2,  z 3,  z 4 }  =  M 4  С 

C[К]  при  г 1  =  г^ 1,  г 2  =  ||z1  — z 2 | |  — г^1,  г 3  =  ||z1  — z 3 | |  — г^1,  г 4  =  ||z1  — z 4 | |  — г^ 1  рассмотрим  множество 
П 4 = ^ ^ , г i )  =  {s(t)  €  C[К]  :  s(t)  €  [max i {x i ( t )  —  m i n i { x i ( t )  +  г i }] , t  €  К }  (которое  лежит  в 

s t (M 4 )  t  €  K 
рассматривать  функцию  V(t)  =  min{x i ( t )  +  i  =  1, 2, 3, 4}. 
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Теорема  3.  Пусть  x 1 , x 2 , x 3 , x 4  €  C[К].  Отображение  ( x 1 , x 2 , x 3 , x 4 )  — V(t) =  m i n 4 = 1 { x i ( t )  + 
^}  является  липшицевой  выборкой  из  отображения  St 4  при  г 1  =  г™, г i  =  | |x i  — x 1 ^  — г 1 ,  i  =  2, 3, 4. 

Доказательство .  То,  что  отображение  ( x 1 , x 2 , x 3 , x 4 )  —  V(t)  — выборка  из  St 4,  следует  из 
леммы  2 и  замечания  2. 

Рассмотрим  две четверки  точек  M x  =  { x 1 ,  x 2 , x 3 , x 4 } и  M y  =  { y 1 , y 2 ,  y 3 , y 4 } ­  Пусть 

г1  =  ^ ( x ^ ^ ^ ) ,  г '  =  г5™(у1,У2,У3,У4), Гi =  ||x1 —  x i | |  — П ,  г'  =  ||у'  — yiП — г ' , 

s(t)  =  min{xi( t )  +  п}  €  s t (Mx) ,  s'(t)  =  min{yi( t)  +  г '} €  s t (M y ) . 
i i 

| г 1  г 1

' | 
1)  Пусть  max(M x )  =  | |x 1  —  x 4 | |  +  | |x 2  —  x 3 | |  и  max(M y )  =  | |y 1  —  y 4 | |  +  | |y 2  —  y 3 | | .  Тогда  г 1  = 

rf\Mx)  =  ЩХ1­х2\\  +  \\Xl  ­ X i \ \  ­  \\x2  ­ ж з | | ) ,  r[  =  rf\My)  =  \{\\yi  ­ y 2 | | +  | |yi ­ y 3 | | ­  | |y 2  ­ y 3 | | ) 

и  | n  ­  r[\  ^  \  ( I \ x \ ­  ж 2 | | ­  | |yi ­  y 2 | | | +  |||ж! ­  жзИ ­  | |yi ­  узIII  +  | | |y 2  ­  2/3II  ­  ||ж2 ­  ж 3 | | | ) .  Заметим 

теперь,  что 

| Н x n  x r n y  | | y n  УтаУ] ^  | Н x n  УПУ +  | | y n  y mJ | +  | | x m  УтаУ  | | y n  Упг | ||  — | | x n  УПУ +  | | x m  l /mj^  ( 2 ) 

Тогда 
4 

|г1  — г ' | ^  ||x1 —  У1 У  +  ||x2 —  У2|| +  ||x3 — У3У ^  ^  | |x i —  yiN.  (3) 
i=1 

2)  Пусть  max(M x )  =  | |x 1 —x4N + Nx 2—x 3 | | ,  a max(M y )  =  | |y 1 — y 2 | | + | |y 3 — y 4 | |  (без ограничения  общ­

ности),  и пусть  без ограничения  общности  п  ^  г ' .  Тогд а  |г1 — г11 =  г1 — г1 =  ^ ^ ( M y )  — ^ ^ ( M ^ )  ^ 
( 2 3 )  ( 2 3 ) 

г (  ) ( M y ) —  г (  ) ( M x ) по  лемме  1 и  применимы  оценки  из  предыдущего  случая  — неравенство  (3) 
выполнено. 

Заметим  теперь,  что  |п — г |  =  ] | | x i  — x1 У  — г 1  —  ||yi — у 1У + г ' ]  ^  ] | | x i  — x1 У  —  11уi — у 1 1| ]  +  | г 1 — г ' |  ^ 

| |x i  —  y i | | +  | |x1 —  у 1У  +  |г1 —  г ' |  по  формуле  (2),  что  не  превосходит  2 ^ 4 = 1 | |xj —  yj | |  в  силу  (3), 

i  =  2, 3, 4 
4 

k i  — г' |  <  | |xj — yj ||,  i =  1, 2, 3, 4.  (4) 
j = 1 

Оценим  |s(t)  — s'(t)|  в  каждой  точке  t  €  К .  Для этого  опять  же  рассмотрим  два  случая. 
(а)  Допустим,  что s(t)  =  x i ( t ) + п и  s'(t)  =  yi(t) +  г i .  Тогда  с учетом  (4)  выполнены  неравенства 

4 
]s(t)  — s'(t) ]  =  ] xi ( t )  — yi(t) +  г  — г' 1  ^  | |x i —  yiN  +  — г'|  ^  | |x i — yiN. 

i=1 

(б)  Пусть  теперь  s(t)  =  x i ( t ) +  п и  s'(t)  =  yj( t ) +  г',  i  =  j .  Без  ограничения  общности  считаем, 

что  max{x i ( t )  +  г  , y j (t)  +  Г ' }  =  x i (t)  +  п .  Поскольку  x i ( t )  +  г  ^  x j (t)  +  г,­,  то  |s(t)  — s'(t)|  = 

x i ( t )  +  г i  — yj (t)  —  Г '  ^  x j (t)  +  г,  — yj (t)  —  Г '  ^  | |x i  — y i || +  | n  — г' |,  что с учетом  (4)  не  превосходит 

3  S  г=1  N x i  — 

Таким  образом,  ||s  — s'||  ^  4 = 1 | |x i — у^|,  т.е. отображение  V  — липшицева  выборка  из  отоб­
St 4 

Теорема  доказана. 
Нетрудно  доказать,  что отображение  ( x ' , x 2 , x 3 , x 4 )  — V'( t ) =  m i n 4 = 1 { x i ( t )  +  p i }  задает  липши­

St 4 

St3 
| | x i  x j У  | | x i  x j У  +  | | x i  x 1 У  | | x j  x j У  +  | | x j  x 1 У 

Pi  =  ­—TT^
1

  + 2  4  4 

где  { i ,  j ,  k , l } =  { 1 , 2 , 3 , 4 }  а  величина  | |xi —  || +  | |x j — x;У определяет  max({x1, x 2 , x 3 ,  x 4 } ) . 
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Р Е Ш Е Н И Е  З А Д А Ч И  К О Ш И  Д Л Я  У Р А В Н Е Н И Я 
Т Е П Л О П Р О В О Д Н О С Т И  Н А  Г Р У П П Е  Г Е Й З Е Н Б Е Р Г А 

И  И Н Т Е Г Р А Л  В И Н Е Р А 

С.  В .  М а м о н 1 

Изучаются  вопросы,  связанные  с приложениями  функциональных  интегралов  к эво­
люционным уравнениям, в частности с нахождением представления  решения задачи  Коши 
для  уравнения  теплопроводности на трехпараметрической  группе  Гейзенберга H 3 (R) в ви­
де  интеграла  Винера  в пространстве  траекторий  из C[0,t]  х C[0,t]. 

Ключевые  слова:  группа  Гейзенберга,  интеграл  Винера,  сублапласиан,  марковский 
процесс на группе  Гейзенберга,  однопараметрическая  полугруппа  операторов,  производя­
щий  оператор  полугруппы,  формула  Фейнмана­Каца. 

The issues related to applications of functional  integrals to evolution equations are studied. 
In  particular, this is the  problem of representation  of solutions to the  Cauchy problem for the 
heat  equation  in the  three­parameter  Heisenberg  group  H 3 (R)  in terms  of Wiener  integral in 
the space of trajectories  from  C[0,t]  х C[0,t]. 

Key  words: Heisenberg group, Wiener integral, sub­Laplacian, Markov process in Heisenberg 
group, one­parameter semigroup of operators,  infinitesimal  operator  of semigroup, Feynman­
Kac  formula. 

В  1976  г.  А.Хиланикья  в  работе  [1], а  затем  в  1977  г.  Б.Гаво  в  работе  [2] вычислили  тепло­
вое  ядро,  отвечающее  сублапласиану  на группе  Гейзенберга  H 2 n + 1 ( R ) ,  с применением  техники  пре­
образования  Фурье.  Также  вопрос  о  нахождении  теплового  ядра  на  H 2 n + ' ( R )  рассматривался  у 
С.  Ватанабе  в  работе  [3], где оно  находилось  с  использованием  исчисления  Маллявена.  В  работе 
автора  [4] было  показано,  как это тепловое  ядро  может  быть  вычислено  с помощью  свойств  дельта­
функции  Дирака  в  комбинации  с  идеей  интегрирования  относительно  меры  Винера  на  множестве 
траекторий  двумерного  ганеровского  процесса  на R 2 . Для этого был рассмотрен  случайный  процесс 
г(т)  =  ( x ( r ) , у ( т ) , z +  ( т ) ) ,  где  X ( T ) , у ( т ) — независимые  винеровские  процессы,  a  Z + ( T ) — ориенти­
рованная  площадь  на  плоскости  Oxy,  заметаемая  радиусом­вектором  с  координатами  ( X ( T ) , у ( т ) ) . 
Было  получено  представление  переходной  плотности  этого  процесса  в виде  интеграла  Винера  в про­
странстве  C[0, t] х C[0,  t ] .  Далее,  с помощью  этого  представления  была  установлена  гейзенберговская 
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марковость  процесса  г (г),  а также  через  интеграл  Винера  было  выражено  решение  задачи  Коши  для 
параболического  уравнения,  соответствующего  сублапласиану  на  группе  Из(Ж).  При  этом  решение 
было  найдено  автором  только  для  специального  случая,  когда  потенциальная  функция  V  зависела 
от  двух  переменных,  соответствующих  винеровским  траекториям  х(г)  и  у(г),  т.е.  для  уравнения 
вида 

ди  l/d
2

u  д
2

и  х
2

+у
2

  д
2

и  д
2

и  д
2

и  \ 

dt  4\дх
2

  ду
2  4  dz

2  Х

dydz  ^dxdz)
  Х

,У
  и

­

Это  решение  имело  следующий  вид: 

u(X,Y,Z,t)  = jj  tp0(x(t)+X,y(t)+Y,Z  +  ^[y(t)X­x(t)Y]  + 

C[0,t]xC[0,t] 

x(0)=0,y(0)=0 

t 

0 0 

где  W  — мера  Винера  на множестве  непрерывных  функций  Ј(t),  удовлетворяющих  условию  Ј(0)  =  0. 
В  настоящей  работе  получено  представление  этого  решения  в  общем  случае,  когда  V  =  V ( x , y , z ) . 

Основным  результатом  работы  является  следующая 
Теорема.  Пусть  для  уравнения 

du  _  1 /d
2

u  ^  d
2

u  ^  х
2

  + у
2

  d
2

u  ^  ^  d
2

u  d
2

u  \  ^ ,  . 

dt  4 V dx
2

  dy
2  4  dz

2

  dydz  dxdz  J  '  ' 
(1) 

в  области  G T =  {x,y,z  €  R,  0  <t  <  oo} ;  где  функ ция  V (x ,y ,z)  непрерывна  и  ограничена  снизу  на 

R 3 ,  в  классе  u(x,y,z,t)  €  C
2

'
1

(GT)  П C(GT)  рассматривается  задача  Коши  с  начальной  функцией 

u(x,y,z,  0)  =  t[)0(x,y,z)  €  C(R3),  \\ф0\\C  <  oo.  Тогда,  ее  решение  предоставляет  общий  вид  однопа,­

раметрической  полугруппы  операторов,  производящий  оператор  H  которой  дается  выражением  в 

правой  части  (1),  а действие  на  функцию  ф0  выражается  с помощью  интеграла  Винера  следующим 

образом: 

(в­
т

ф0)  (X,  Y,  Z,  t)  =  u(X,  Y,  Z,  t)  = 

t 

V̂o (x(t)  + X,  y(t)  +  y , \ J  х{т)йу{т)  ­  у{т)йх{т)  ­
  l

­  [x(t)Y  ­  y(t)X]  +  z )  x 
C[0,t]xC[0,t]  0 

x(0)=0,y(0)=0 

t  т 

X e X P

{ ~ /
V

(
X <

"
T

"
>  +X

>
y

(
T

">
  + Y

' \  J
x

(
s

)
d

v(
s

)  ~y(s)dx(s)­

0 0 

-^[X(T)Y  ­  у(т)Х]  +  Z^Jdr^dwxdwy­

Доказательство .  Найдем  уравнение,  которому  удовлетворяет  функция  u(X,Y,Z,i).  Подобно 

тому,  как  это  делалось  в  статье  [4], запишем  сначала  выражение  для  u(X,  Y,Z,t  + A t ) .  Будем  иметь 

u(X,  Y,Z,t  +  A t )  = 

t + A t 

C[0,t+At]xC[0,t+At]  0 

t + A t 

­
l

­  [C(t +  At)Y  ­  V(t  +  At)X]  +  exp  j  ­  J  V(V)  +  X,  ф)  +  Y, 
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\  Jas)dv(s)­v(s)das)­l[ar)Y­V(r)X]  +  zyir^dwtdwr,. 

0 

Далее,  разобьем  отрезок  [0,t  +  At]  на  два  непересекающихся  участка  [0, At]  и  (A t , t  +  At].  Пара­
метр  г  на  отрез  ке  [0, At]  будем  обозначать  через  г\.  Траектор пи  Ј (г),  ц(г)  при  г  €  [0, At]  будем 
обозначать  через  Ј'(г\)  и  rf(r{)  соответственно.  Если  же  г  €  (At,t  +  A t ] ,  то  справедливо  следующее 
представление: 

Ј(г)  =  Ј(г)  ­  Ј'(At)  +  Ј'(At)  =  Ј"(г2)  +  Ј'(At), 

П(г)  =  п(г)  ­  n ' (At)  +  rf(At)  =  г / ' Ы  +  n ' (At) ,  г2  =  г  ­  At  €  (0,t], 

где через  Ј' '(г 2)  и  п' '(г 2)  обозначены  траектории  процессов  W l ( г ) — W i ( A t )  и W2(г) — W 2 ( A t ) ,  распре­
деленных  как  W l ( г — At )  и  — A t )  и  независимых  от  процессов  W i ( A t )  и  W2(At)  соответственно 
с  траекториями  Ј'(At)  и  rf (At ) .  В  частности,  справедливы  равенства 

Ј(t  +  At )  =  Ј''(t)  +  Ј ' (At) ,  r ( t  +  At )  =  rf'(t)  +  n ' (At) .  (2) 

Раскладывая  теперь  криволинейный  интеграл 

t + A t 

\  j  Ј{r)dri(T)­ri(T)dZ{ T) 

0 

в  сумму  двух  интегралов  на  [0, At]  и  (At , t +  A t ] ,  выполняя  во  втором  интеграле  замену  г  =  г2 +  A t 
и  пользуясь  равенствами  (2),  получим,  что  он  преобразуется  к  виду 

t + A t  A t 

\  j  Ј{тШт)  ­  ФШт)  =
  l

­j  W ( r i )  ­  r ?

/ ( r 1 X ( r 1 ) + 

0 0 

t 

+\  j  Z"(T 2)dr/ '(T 2)  ­  г/'(т2)<%"(т2)  + \  W(AtW>(t)  ­  r/(At)Ј"(t)]. 

0 

V 
распадается  на  два  сомножителя,  первый  из  которых  есть 

A t  Ti 

e x p j ­  Jv^TJ+X,  r / Ы + У ,  ^  y e ' ^ i W ^ i ) ­ ^ ! ) ^ ' ^ ) ­
0 0 

­ i U ' ( r i ) r ­ » / ( r i ) X ) + z ) d r i } .  (3) 

Во  втором  сделаем  замену  переменной  г  =  г2 +  A t  и,  вновь  используя  равенства  (2),  получим  для 
интеграла,  стоящего  в  показателе  экспоненты,  следующую  цепочку: 

t + A t  т 

j  V(V)  +  X,  ф)  +У,ЦC(s2)dV(s2)  ­  r ? ( S 2 R ( S 2 )  ­  \  [ф)У  ­  ф)Х]  +  Z^dr  = 

A t  0 

t  T2+At 

=  j v  [i(r2  +  A t )  +  X,  ф 2  +  At)  +  Y,^  J  as2)dV(s2)  ­  ф2)<%(з2)­

0 0 

­ X ­  [e(r 2  +  At)Y  ­  ф 2  +  At)X]  +  z )  dr2  = 
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t  A t 

= j v(t"(T2)+?(At)+X,  r]"(r2)  +  r]'(At)  +  Y,  \ jЈ'{Tl)dr}

l

{Tl)­r}'{Tl)dЈ
l

{Tl)dTl  + 

0 0 

T2+At 

+  \  j  ЈЫйф2)­ф2№82)­\[&\т2)+Ј\Ат  (4) 

A t 

В  интеграле  по  отрезку  [At, г 2  +  At]  снова  сделав  за мену  s 2  =  г 3  +  A t ,  запишем  его  в  виде 

T2 

\ j  № з  W f o )  ~  г/'(т3)<1Ј"(т3)  +  \  [Ј(At)V"(T2)  ­  rf(At)Z"(r2)]  •  (5) 
0 

Учитывая  теперь  выражения  (3)­(5),  а  также  независимость  друг  от  друга  траекторий  Ј'',  rf '  и  rf 

соответственно,  получим,  что функция  u ( X ,  Y,  Z,  t + A t )  представляется  в виде  следующего  двойного 
интеграла  по  плоской  мере  Винера: 

Ф0 (Ј' '(t)  +  Ј' (At)  +  X ,  rf'(t)  +  rf  (At)  +  Y, 

C[0,At]xC[0,At]  C[0,t]xC[0,t] 

t 

\  j  Ј."ЫйгГ(т2)  ­  v"(r2)dЈ"(r2)  ­  \  [t!\t)(rf(At)  +  Y)  ­  11"Ж'(А1)  +  X ) ]  + 
0 

A t 

+ \ j  W ( r i )  ­  rfinWin)  ­  \  [t'(At)Y  ­  rf(At)X]  +  Z 
0 

A t  Ti 

exp<j  ­  / F ( Ј ' ( T i )  +  X ,  rf(Tl)  +  Y,±  [{'(sJdrf^­rf&W&y 

0 0 

­
1

Г ' 
H'ij^Y  ­rf(Tl)X)  +Z^dn 

t  T2 

exp { - j  V (V(r2)  +  C'(At)  +  X,  rf'fo)  +  rf(At)  + Y,\J  № з  W f o )  ­  rf'foW'fo)­

0 0 

A t 

\  [e / / ( r 2 ) ( r ? ' (At)  +  Y)  ­  r ?

/ / ( r 2 ) (C / (At)  +X)]+\f  W ( r i )  ­  rfinWin)­

2 [Ј'(At)Y  ­  rf ( A t ) X ]  +  Z ^ d ^  jdwЈ'dwr'dwЈ''dwrf'­  (6) 

Для  того  чтобы  было  проще  и  нагляднее  показать,  как  согласуется  полученное  выражение  (6)  с 
представлением  функции  u{X,Y,Z,tt)  в  формулировке  теоремы,  введем  следующее  обозначение: 

t 

s{№Mt),x,Y)=± j  &т)йф)­ф)дЈ(т)­±[№У­ц{1)х]­

0 

В  этих  обозначениях  интеграл  (6)  запишется  в  виде 

Ф0  ( Ј''(t)  +  Ј' (At)  +  X ,  rf'(t)  +  rf (At)  +  Y, 

C[0,At]x C[0,At] C[0,t]x C[0,t] 

6  ВМУ, математика,  механика,  №6 



12  В Е С Т Н .  М О С К .  У Н ­ Т А .  С Е Р .  1,  М А Т Е М А Т И К А .  М Е Х А Н И К А .  2019.  № 6 

S(Ј"(t),r?"(t), Ј' (At)  +  X , rf (At)  +  У)  +  S(Ј '  (At ) ,  rf (At ) ,  X , Y )  +  Zj  x 

A t 

x expj  ­ j V(V ( n ) +  X ,  rf  ( n ) +  Y,  S(Ј '  ( n ) , r /  ( г l ) , X , Y )  +  g Z ^ d n x 

0 

t 

x  exp  {  ­ j  V (Vte)  +  Ј' (At)  +  X ,  j / ' f o  )  +  rf  (At)  +  Y, 
0 

S  ( Ј ' ' (г2) ,  r / ' Ы ,  Ј' (At)  +  X , r/ (At)  +  Y )  +  S  ( Ј ' (At ) ,  rf (At ) ,  X , Y я  +  Z)  d̂ j  x 

x d w  Ј ' ' d w  r ' ' d w Ј ' d w  r/,  (7) 
u  X , Y, Z, t 

u ( X , Y , Z , t ) =  JJ  ф , ( Ј ( t ) +  X ,  r ( t ) +  Y,S(Ј( t ) , J7( t ) ,X,Y)  +  Z ) x 
C[0,t]x C[0,t] 

t 

x expj  ­ j   V  ( Ј ( г ) +  X , y ( г ) +  Y,  S  ( Ј(г ) ,  П ( Г ) ,  X , Y )  +  Z ) d ^ d w Ј d w r ­  (8) 
0 

( ) 

r  u  X , Y, Z, t  +  A t 

Уj  u ( Ј '  (At)  +  X ,  rf  (At)  +  Y,  S  ( Ј '  (At ) ,  rf  (At ) ,  X , Y я  +  Z, t )  x 

C[0,At]x C[0,At] 

A t 

x  exp{  ­  IV(Ј'(n)  +  X ,  rf ( n )  +  Y,  S ( Ј ' ( n ) , r / ( г l ) , X , Y )  +  Z)dn}dwЈ 'dwr f . 

0 

u  X , Y, Z, t 

поненту,  а  затем  функцию 

u ( Ј '  (At)  +  X ,  rf (At)  +  Y,  S ( Ј ' (A t ) , r /  (At ) ,  X , Y )  +  Z , t ) 

( X ,  Y, Z, t) 

j j   | u ( Ј '  (At)  +  X ,  rf  (At)  +  Y,  S  ( Ј '  (At ) ,  rf  (At ) ,  X , Y )  +  Z, t )  x 

C[0,At]x C[0,At] 

A t 

x (  1 ­  I V ( Ј ' ) +  X ,  rf Ы  +  Y,  S ( Ј ' ( n ( г l ) , X , Y )  +  Z ) d n  + 

0 

A t  2 

+h{J V^'^) +  X>   V ( r i )  +  r , 5 ( e / ( r i ) , V ( r i ) , X , F ) + Z ) d r 1 )  ­ . . 

0 

­u(X,  Y,  Z,  t)  ^dwt'dwr]'  =  ^  УУ  Ј ' ( Д ^ Ј ' ^ 7 / + 

C[0,At]x C[0,At] 
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+ %  II  V ( A t ) « ' d W  +  | | jj  S(Z'(At),r/(At),X,Y)dwZ'dwr/+ 

C[0,At]xC [0,At]  C[0,At]xC[0,At] 

+S  / /  ( Ј ' ( A * ) ) 2 ^ ' d W  +  0 j j  (rf(At))
2

dw^'dwV+ 

C[0,At]xC [0,At]  C[0,At]xC[0,At] 

+S  / /  (s^'(At),r/(At),X,Y)ydw^dwr/+ 

C[0,At]xC[0,At] 

d 2 u 
+ 

C[0,At]xC [0,At] 

j j  Ј' ( A t ) r ' (At)dw Ј'dw  rf+ 

1 1   ('mS^(At),r]'(At),X,Y)dw('dwr]'+ 

C[0,At]xC [0,At] 

+

~Bfz 1 1   V(At)5(e ' (At) ,  rf(At),X,  Y)dwЈ'dwrf  +  . . . ­

C[0,At]xC [0,At] 

­ j j  u ( Ј ' ( A t ) +  X ,  rf  (At)  +  Y,  S ( Ј ' ( A t ) , r / ( A t ) , X ,  Y )  +  Z , t ) x 

C[0,At]xC[0,At] 

A t 

x j  V  ( Ј ' ( n )  +  X ,  rf ( n )  +  Y,  S  ( Ј ' ( n ) , r /  ( г l ) , X , Y )  +  Z ) d n d w Ј ' d w V + 
0 

+ ^  j j  u(?(At)  + X,  г/(At)  +  Y,  S(?(At),  rf(At),X,  Y)  +Z,t)> 

C[0,At]xC[0,At] 
A t  2 

x(j  V ( Ј ' ( n ) +  X ,  rf(n)  +  Y,  S ( Ј ' ( n ) , r f ( ^ ) , X , Y )  +  Z ) d n J  dwЈ'dwrf  ­  ...  ­
0 

Предпоследнее  слагаемое  в  этой  сумме  имеет  вид 

/1  (u(X,Y,Z,t)  +  g ^ ( A t )  +  g r / ( A t )  +  ^S(t'(AtM(At),X,Y)  + 

C [0,At]xC[0,At] 

A t  A t 

+ ^ ( e ' ( A t ) ) 2  +  . . . )  • (v(X,Y,Z)At  + ̂  j  an)drl  + ^ j  rf(Tl)dT1  + 

0 0 

A t  A t 

+ %  I
  S

^'(Ti)^'{Tl),X,Y)dTl  + ^ j  {e(T1))
2

dT1  +  . . . y w e d w r ] >  = 

0 0 

=  u ( X , Y , Z , t ) V  ( X , Y , Z  ) A t  +  o(At) .  (9) 

A t 
ходящий  единицу.  Остальные  винеровские  интегралы,  фигурирующие  в  равенстве  (9),  либо  равны 

A t  (  A t  ) 

переходя  в  полученном  соотношении  к  пределу  при  A t  —  0,  заключаем,  что  функция  u (X ,  Y, Z,  t) 
удовлетворяет  следующему  уравнению: 

ди  1(д
2

и  д
2

и  х
2

  +  у
2

  д
2

и  д
2

и  д
2

и  \ 

dt  4\дх
2

  ду
2  4  dz

2  Х

dydz  ^dxdz)  x,y,z  и, 

что  завершает  доказательство  теоремы. 
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П О И С К  Н У Л Е Й  Ф У Н К Ц И О Н А Л О В , 
Н Е П О Д В И Ж Н Ы Е  Т О Ч К И  И  С О В П А Д Е Н И Я 

О Т О Б Р А Ж Е Н И Й  В  К В А З И М Е Т Р И Ч Е С К И Х  П Р О С Т Р А Н С Т В А Х 

Т. Н.  Ф о м е н к о 1 

Доказаны  принцип  поиска  нулей  (а, /3)­поисковых  функционалов  и  вытекающие  из 
него теоремы о неподвижных  точках и совпадениях  наборов однозначных и многозначных 
отображений  (6i, 62)­квазиметрических  пространств.  Полученные  теоремы  являются  раз­
витием установленных ранее автором результатов для метрических пространств. В частно­
сти, получено обобщение недавнего результата о совпадениях  накрывающего и липшицева 
отображений  (61, 62)­квазиметрических  пространств. 

Ключевые  слова:  (61, 62)­квазиметрическое  пространство,  (а, /3)­поисковый  функцио­
нал,  неподвижная  точка,  точка  совпадения. 

(а, /  ) 
point  and  coincidence  theorems are  proved for collections of single­valued and  set­valued  map­
pings  of  62)­quasimetric  spaces. These  results  are  extensions  of some  previous  author's 
results  in metric  spaces. In particular,  a  generalization  is obtained  for  some recent  result  on 
coincidences  of a covering mapping and  a Lipshitzian mappings  of  62)­quasimetric spaces. 

Key  words:  b2 )­quasimetric  space,  (a, /3)­search  functional,  fixed  point,  coincidence 
point. 

1.  В в е д е н и е  и  предварительные  сведения .  Полезным  методом  исследования  функцио­
налов,  заданных  на  метрическом  пространстве,  является  принцип  поиска  нулей  так  называемых 
(а,//)­поисковых  функционалов,  разработанный  в  fl­З].  Важность  этого  принципа  заключается  и в 
том,  что из  него  получается  целый  ряд  теорем  о  существовании  неподвижных  точек,  точек  совпа­
дения  наборов  отображений  (как  однозначных,  так  и  многозначных)  метрических  пространств,  а 
также  теорем  о существовании  прообразов  заданного  подпространства  метрического  пространства, 
представленных  в  [1­3]. 
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В  настоящей  работе  результаты  работ  [1­3] о поиске  нулей  (а, /?)­функционалов,  а также  о непо­
движных  точках  и  совпадениях  отображений  метрических  пространств  распространяются  на  слу­
чай  (bi, Ь2)­квазиметрических  пространств.  Рассматриваются  как однозначные,  так и  многозначные 
функционалы  и отображения.  В частности,  получены  обобщения  некоторых  результатов  работы [4]. 

Приведем  сначала  необходимые  обозначения,  определения  и  некоторые  результаты  для  метри­
ческих  пространств  из  работ  [1­3].  Для полноты  изложения  представим  их с краткими  доказатель­
ствами. 

Пусть  (X,  d) — метрическое  пространство,  p  : X  — R+  — неотрицательный  функционал.  Будем 
обозначать  через  Nil(p)  =  {x €  X  : p(x)  = 0 }  =  A С X множество  нулей функционала  p, Graph(p)  := 
{(x,p(x))]xex­

О п р е д е л е н и е  1.  Будем  говорить,  что  график  Graph(p)  {0}­полоп,  если  любая  фундамен­
тальная  последовательность  {хд,} С  X ,  такая,  что  p(x^)  сходится  к  нулю,  имеет  предел  Ј  €  X 
и  p(Ј)  =  0.  График  Graph(p)  называется  {0}­замкнутым,  если  для  любой  последовательности 

сходящейся  к  (Ј, 0)  €  X  х R+,  верно,  что  (Ј, 0)  €  Graph(p),  т.е. p(Ј)  —  0. 
О п р е д е л е н и е  2.  Пусть  (X, d)  — метрическое  пространство.  Функционал  p  : X  — R+  называ­

ется  (а,  (3)­поисковым  на  X  (относительно  метрики  d),  если  для  любой  точки  xo  €  X  существует 

точка  х
1

  €  X,  для которой  d(xo,x')  ^  v

^ ,  р(ж') ^  Јр(жо). 
В  работе  [1] доказано  следующее  утверждение. 
Теорема  1  [1, теорема  1]. Пусть  (X, d)  — метрическое  простринство,  p  : X  — R+  —  неот­

рицательный  (а,//)­поисковый  на  X  функционал,  где  0  <  //  <  а.  Пусть  либо  график  Graph(p) 
p  0  X  Graph(p)  0 

Тогда  для  каждой  точки  Xo  €  X  существует  такая  точка  Ј €  Nil(p) ,  что  d(#o,Ј)  ^  V

a­°f3  • 

x o  €  X 
(а, /  )  p 

{%m}m=o,i,2,...,  удовлетворяющую  следующим  условиям:  (a)  d(xm,xm+i)  ^  y ^ m ^ ;  (b)  (р(хт+\)  ^ 

^ р ( ж т ) ,  причем  если  точка  хт  уже  выбрана  и  р ( ж т )  =  0,  т.е. хт  €  А,  то  полагаем  Xj  =  хт  для 

всех  j  >  m.  Если  же  p(xm)  >  0,  то  согласно  условиям  теоремы  и  определению  (а,  //)­поискового 

функционала  p  существует  точка  x m + i ,  удовлетворяющая  условиям  (а)  и  (Ь). Эта  последователь­

ность  фундаментальна,  так  как  d(xm,xmjri)  ^  v(
Xm

)  ^  ( :Ё) т  .  Ј̂(Јо)  —у  g  Кроме  того,  ясно,  что 

p ( x m )  —> 0. Следовательно,  последовательность  { ( x m , p ( x m ) ) } m = 0  1 . . . точек  графика  p  фундамен­
т — т е  '  ' 

Graph(p)  0  X  Graph(p) 
0 
(Ј, 0)  и  (Ј, 0)  €  Graph(p).  Это  означает,  что  p(Ј)  =  0,  т.е.  Ј  €  A  Расстояние  d (x 0 , Ј )  несложно 
оценить: 

m 

d ( ж o , 0 =  Иш  d ( ж o , ж m ) ^  lim  Ј ф * _ 1 > Я * ) <  Н т  Ј  ( ^ . Й ^ А  =  ^ 1 . _ J _  =  Щ .  • 

m —von  m —von  —*  m —von  —*  V  m  /  m  n / 1  И  m  —  n 
m­too *—'  m­too *—' \aJ  a  a  1 —  ё­  a  — в 

k=l  k=l  a  ' 

Отметим,  что  в  [5]  получено  другое  доказательство  теоремы  1,  а  именно  с  использованием 
упорядочивания  метрического  пространства  по  методу  Брондстеда  (Br0ndsted). 

(а, / ) 
ционала  на подмножестве  декартова  произведения  метрических  пространств.  Пусть  (X, d), (Y,/t) — 
метрические  пространства.  Метрика  в X  х Y  задана  по правилу  v((x, y), (x', y'))  := d(x, x') + /t(y, y ') , 
Vx,x '  €  X , y , y '  € Y. 

Теорема  2.  Пусть  D  С X  х  Y  заданное  замкнутое  подмножество,  p  : D  — R+  —  неотри­

цательный  функционал.  Пусть  для  функционала  p  и  чисел  а, //, 7,  где 7  >  0, 0 <  //  <  а,  выполнены 

(x, y)  €  D  (x ' , y ' )  €  D 

d(x,x
r

)  ^  а _ 1 р ( ж , у ) ,  d(y,y')  ^  7р(ж,у)  м р(ж / ,у / )  ^  ^р (ж ,у ) .  Пусть  также  либо  график  Graph(p) 
p  0  D  Graph(p)  0 

Тогда,  для, любой  точки  ( x 0 , y 0 )  €  D  существует  последовательность  {(x&,  ) } f c = 0 ) 1 ) _  С  D ;   

сходящаяся  к некоторой  точке  (Ј, г/0  €  D,  где p(Ј, ///) =  0,  м верны, следующие  оценки  на,  расстояния: 

( x 0 ,  y 0 )  €  D 

можно  построить  начинающуюся  из  этой  точки  последовательность  {(x^ ,  ) } f c = 0 , i , _ )  удовлетворя­

ющую  условиям  d ^ f c ^ f c + i )  ^  or
l

<p(xk,yk),  d(yk,yk+i)  ^  w(xk,yk)  и  p ^ f c + b y f c + i )  ^  | р ( ж ь Ы > 
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v{{xk,yk),(xk+i,yk+i))  <  ­  К р ( ж 0 , у 0 ) ­
а 

k  =  0,1,  Отсюда  следует,  что  v ( ( x k , y k ) ,  ( x k + 1 , y k + 1 ) )  ^  K p ( x k , y k ) ,  где  K  =  а  1  +  7.  Поэтому 
имеем 

­a, 

Таким  образом,  последовательность  {(xfc,  y f c ) } Д ; = Ц Ц _ ,  а  также  каждая  из  последовательностей 
{xfc}А;=0Д^„,  {yfc}Д=0Д^„  являются  фундаментальными.  В  силу  условий  теоремы  все  они  сходятся 
к  некоторым  точкам  (Ј,//>),Ј,//>  соответственно,  причем  p(Ј,///)  =  0.  Требуемые  в  теореме  оценки 
расстояний  d(x 0 , Ј )  и  p(y 0,///)  доказываются  стандартно.  • 

Обозначим  далее  через  C(Y) совокупность  замкнутых  подмножеств  в Y. Пусть  F  : X  — C(Y)  — 
многозначное  отображение  и Я  С Y  — замкнутое  подпространство  в Y. 

Будем  говорить,  что график  Graph(F)  отображения  F  является  Я­полным,  если  любая  фунда­
ментальная  последовательность  { ( x n ,  y n ) }  С  Graph(F),  для  шторой  / ( У П , Я )  — 0,  сходится  к  неко­
торому  элементу  (Ј,п) €  Graph(F),  где / ( п , Я )  =  0,  т.е. п €  Я  и,  следовательно,  Ј €  F ­ 1 ( Я )  С X . 

Будем  говорить,  что  график  Graph(F)  отображения  F  является  Я­замкнутым,  если  все  пре­
дельные  точки  Graph(F)  гада  (Ј,п),  г Д е  П €  Я ,  принадлежат  графику  Graph(F). 

Из  теоремы  2 вытекает  следующее  утверждение. 
Теорема  3  [2,  теорема  1]. Пусть  F  : X  —  C(Y)  — многозначное  отображение  и  Я  С  Y — 

замкнутое  подпространство  в  Y .  Пусть  7 >  0,0  <  //  <  а  м  для  каждых  x  €  X  и  y  €  F  (x) 

существуют,  точки  х'  €  X  и  у'  €  F(x'),  для  которых  р(х,х')  ^  ^ % ^ >  Р ( У > 2 / )  ^  7  '  №(у,Н)  и 

ц(у',Н)  ^  ^  • р ( у , Я ) .  Пусть  либо  график  Graph(F)  отображения  F  является  Н­полным,  ли­

бо  пространство  X  х  Y  полно  и  график  Graph(F)  является  Я­замкнутым.  Тогда  для  каждого 

x0  €  X  y0  €  F ( x 0 )  x0 

{xm}m=o,i,...  Q  X,  хт  —> Ј ;  Ј  €  F~
l

(H),  и  р(ж 0 ,Ј)  ^  у
 г д е  С =  Ј(%о,Уо)­  Кроме  того,  су¬

ществует  последовательность  { y m } , y m  €  F ( x m ) , m  €  N U { 0 } y m  —>  п, П  €  Я  П F ( Ј ) ;  причем 

m—o 

Доказательство .  Покажем,  что из  условий  теоремы  3  вытекают  условия  теоремы  2 при  под­

ходящем  выборе  функционала  p.  В  самом  деле,  пусть  D  =  Graph(F)  С  X  х  Y  и  функционал 

p  : D  — R+  определен  по правилу  p(x, y)  := / ( y , Я )  :=  inf { / (y , z)} . Тогда  условия  теоремы  3 озна¬

чают,  что для каждой  точки  (x, y)  €  D  существует  точка  (x', y')  €  D , такая,  что d(x, x')  ^  а ­ 1  p(x, y), 

И(У,У')  < ГРР(х,у)  и  р(ж / ,у / )  <  Ј<p(x,y). 

В  соответствии  с условиями  теоремы  построим,  как в доказательстве  теоремы  2,  последователь­
ность  {(xfc, yfc)}fc=0,1,_  С  Graph(F)  =  D,  удовлетворяющую  условиям 

d(xk,xk+i)  ^  a~
l

Lp{xk,yk),  ц(ук,  yk+i)  ^  j<p(xk,yk),  <p(xk+1,yk+1)  ^  ­<p(xk,yk),  k  = 0,1, 

Отсюда  следует,  что <p(xk,yk)  ^  ( f )k

f(x0,  y0),  v((xk,yk),(xk+1,yk+1))  := d(xk,  xk+1)  + ц(ук,  yk+1)  ^ 

Kp(xfc,yk),  k =  0 , 1 , . . . ,  где K  =  а ­ 1  +  7. 
Получаем,  что последовательность  {(xfc, yfc)}fc= 0 ) 1 )_  С  Graph(F)  =  D, а также  последовательно­

сти  {xfc}fc=0,1,„o  {yfcН=0Д^„  являются  фундаментальными.  Кроме  того, по построению  p(xfc,  yfc)  — > 0. 
c—o 

Если  Graph(F)  Я­полон,  то  график  Graph(p)  функционала  p  является  {0}­полным.  Если  простран­
ство  X  х  Y  полно  и  график  Graph(F)  Я­замкнут,  то  график  Graph(p)  функцион ала  p  является 
{0}  p(Ј, п)  =  / ( п , Я )  =  0 
т.е.  п  €  Я  и,  следовательно,  Ј  €  F ­ 1 ( Я ) .  Требуемые  в  теореме  3  оценки  расстояний  d(xo,Ј)  и 
/ (  y0, п)  • 

Приведем  еще  одно  следствие  из  теоремы  2,  которое  является  частным  случаем  теоремы  3. 
n 

Ниже  в  произведении  Y n  =  Y  х  . . .  х  Y  рассматривается  метрика  //,  где  //(y, z)  :=  /(yfc,  Zfc) для 
c=1 

любых  y =  ( y 1 , . . .  ,yn),z  =  (Z1,  . ,Zn) €  Y n . 
F1 , . . . , Fn  : X  — C(Y)  F  =  F1 х . . . х Fn  : X  — C ( Y n ) 

график  Graph(F)  отображения  F  является  A n ­зсшгенутьш,  где A n  =  { ( y 1 , . . . ,  y n )  €  Y n | y 1 =  . . .  = 
y n }  — диагонал,ь  в  Y

n

,  и  хотя  бы  один  из  графиков  Graph(Fi)),  i  =  1, . . . ,n,  является  полным. 

а, /  , 7,  7  >  0, 0  <  /  <  а,  x  €  X  y  €  F(x) 
существуют,  точки  х'  €  X  и  у'  €  F(x'),  для,  которых  р(ж,ж')  ^  ;  d(y,y')  ^  7  •  d(y,An) 
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и  d(y',An)  ^  Ј  • d(y,An).  Тогда  для  каждой  точки  Жо  €  X  существует  последовательность 

{хт}т=о,1,...,  хт  —>  Ј  €  Com(F1,...,Fn).  При  этом  р(ж 0 ,Ј)  ^  ^ 4 ^ , Ј  =  Ј(ж0,Уо)­

Доказательство .  Покажем,  что  в  условиях  теоремы  4  выполнены  все  условия  теоремы  3. 
Достаточно  проверить,  что  график  Graph(F)  является  А г а ­полным.  По  условиям  теоремы  4  гра­
фик  Graph(F)  А г а ­замкнут  и  хотя  бы  один  из  графиков  Graph(Fj),  i  =  1,...  ,n,  является  полным. 
Пусть,  например,  график  Graph(Fi)  является  полным.  Это  означает,  что  любая  фундаментальная 
последовательность  его  элементов  сходится  к  некоторой  точке  этого  графика.  Как  в  доказательстве 
теоремы  3,  построим  последовательность  {(xk,yk)}fc=o,i,...  С  Graph(F),  удовлетворяющую  условиям 

d(xk,  Хк+i)  ^  a~
l

Lp{xk,yk),  ц(ук,  Ук+i)  ^  7<р(хк,Ук),  <fi(xk+i,Vk+i)  ^  ­<р(хк,ук),  к  =  0 , 1 , . . . . 
а 

Здесь  y k  =  ( y 1 k , . . . ,  ynk),  y i k  €  Fi(xk).  Получаем,  что последовательность  { ( x k ,  y k ) } k = 0 , 1 , . . .  С  Graph(F) 
=  D ,  а  тшже  каждая  из  последовательностей  { x k } k = o , 1 v „ )  { ( y i k ) } k = o , 1 v „ ,  i  =  1, . . . ,n,  являют­
ся  фундаментальными.  Кроме  того,  ясно  по  построению,  что  p(xk,  yk)  :=  p(yk,  A n )  —>  0.  Здесь 

k—>oo 
n 

p(y k ,  A n )  :=  inf  { p ( y k ,  z} .  Поскольку  p(y k ,  A n )  :=  inf  p (y i k ,  z)} ,  то отсюда  следует,  что  все  по¬

следовательности  { ( y i k ) } k = o , i , _ ,  i  =  1 , . . . ,  n,  сближаются  при  k  —  oo.  Так  как  график  Graph(F 1) 

{ (x k ,  y i k ) } k = o , i , . . . 

торой  точке  (Ј, n)  €  Graph(F 1). 
{ ( y i k ) } k = o , i , . . .  ,  i  =  1, . . . , n, 

n 
П  1 1  (Ј, n)  €  П  Graph(F i).  Это  означает,  что  Ј  €  Coin(F 1 , . . .  , F n ) .  Требуемая  оценка  на  расстояние 

i = 1 

d(xo,C)>  к а к  и  в  предыдущих  теоремах,  доказывается  стандартно.  • 
2.  Основные  результаты.  Напомним  некоторые  определения. 
О п р е д е л е н и е  3.  Пусть  X  — непустое  множество,  61,62 €  К.  Функц ия  р  : X  x J  — R  называется 

b2)­квазиметрикой,  а  пара  (X, р)  —  b 2)­квазиметрическим  пространством,  если  для  любых 
x, y, z  €  X 

1)  P(x,y)  >  0; 
2)  p(x,y)  =  0  ^  x  =  y; 
3)  p(x,  z)  <  b1p(x, y)  +  b2p(y,  z). 
Определение  4.  Пусть  задано  в  >  0.  Тогда  (b 1,b 2)­квазиметрика  р называется  в­симметриче­

ской  (симметрической  при  в  =  1),  если  для  любых  x ,y  €  X  верно  p(x,y)  ^  sp(y,x).  В  этом  случае 
говорят,  что  X  является  в­симметрическим  (симметрическим  при  в  =  1)  b2)­квазиметрическим 
пространством. 

(1,  1) 
пространство.  Легко  видеть,  что  коэффициенты  61,62 в  определении  3  не  могут  быть  меньше  1. 

В  частном  случае,  когда  61  =  62  =  Ъ,  симметрическое  (61, Ь2)­квазиметрическое  простран­
ство  называется  ^метрическим  пространством.  На  ^метрические  пространства  был  распространен 

(6 1,  6 2) 
естественно  возникают  в  исследованиях  по  анализу  и  геометрии.  Целый  ряд  примеров  таких  про­
странств,  описание  их  основных  свойств  и соответствующие  подробные  ссылки  на  литературу  даны, 
например,  в  [4]. 

{ x k }  (6 1,  6 2) 
(X,  p)  называется  сходящейся,  к  элементу  a  €  X ,  если  p(xk,  a)  —>  0.  Последовательность  {xk} 

k—>оо 
элементов  (6 1,6 2)­квазиметрического  пространства  (X, p)  называется  фундаментальной,  если  для 
любого  е  >  0  существует  такое  N  =  N(е)  €  N  ч т 0  Д л я  л ю б ы х  n , m  €  N , m  ^  n  >  N ,  верно, 
что  p ( x n , x m )  <  е.  По  аналогии  с  обычным  метрическим  пространством  (61,62)­квазиметрическое 

( X ,  p) 
ментов  имеет  (хотя  бы  один)  предел. 

Определения  {0}­полноты  и  {0}­замкнутости  графика  функционала  р  : X  — К+,  а  также  опре­
деление  (а, в)­поискового  неотрицательного  функционала  (относительно  соответствующей  квази­
метрики)  для  (61, b2)­квазимeтpичecкoгo  пространства  в  точности  такие  же,  как  в  случае  обычного 
метрического  пространства  (см.  определения  1,  2). 

(6 1,  6 2) 
квазиметрических  пространств. 

(6 1,  6 2) 
9  ВМУ, математика, механика, №6 
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Перед  тем  как  ее  сформулировать,  заметим,  что  поскольку  ^  <  1 и,  следовательно,  ~*  0  при 

k  —  оо,  то  очевидно,  что  существует  наименьший  показатель  ko,  такой,  что  для  любого  k ,k  ^  ko, 

верно  неравенство  Ъ2 ( ^  )  <  1. 

Т е о р е м а  5.  Пусть  (X, p)  — полное  (Ъ1,Ъ2)­квaзuмem,puчecкoe  пространство,  р  :  X  —  К+  — 
неотрицательный  (а, в)­поисковый  функционал.  Пусть  либо  график  Graph(p)  функцион  ала  р  яв­

ляется  0­полны.м,  л ибо  X  — полное  пространство  и  график  Graph(p)  0­замкнут.  Тогда  для  каждой 

точки  x o  €  X  существует  такая  точка  Ј  €  Nil(p) ,  что 

,  ,  ,  ^  (bi ) 2 Q(b 2 | ,  fc0  ­  1)  +  б ! ^ ! ) ^ ­ 1  , 
hmp(^o,7)  <  ;  fc  <A^o)­  (*) 
^  a l ­ b 2 i . 

p 
(*)  верна  для  р(жо,Ј)  =  Ищр(жо,7)­

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Будем  рассуждать,  как  в  доказательстве  теоремы  1,  однако  с  учетом  осо­
(6 1, 6 2)  p 

теоремы  1,  построим  последовательность  точек  { x m } m = o , 1 , 2 , _  в  X ,  удовлетворяющую  следующим 

условиям:  (а)  р(хт,хт+\)  ^  у ^ ;  (Ь)  р ( ж т + 1 )  ^  Ј р ( ж т ) ,  причем  если  точка  хт  уже  выбрана  и 

p ( x m )  =  0  т 0  полагаем  x j  =  x m  для  всех  j  >  m.  Если  же  p ( x m )  >  0,  то  согласно  условиям  теоремы 
(а,  в)  р  p 

x m + 1 )  удовлетворяющая  условиям  (а)  и  (Ь). 
Теперь  докажем  фундаментальность  построенной  последовательности  по  отношению  к  квази­

p 

р ( ж т , ж т + 1 )  ^  ^ ­  ­  р (ж 0 ) .  (1) 
а  а  \ а / 

Отсюда  получаем 

p ( x n , x m )  ^  61p(xn,xn+1)  +  62p (xn+1 ,x m )  ^  61p(xn,xn+1)  +  6 2 ( 6 ^ ^ + 1 ^ + 2 )  +  62p(xn+2, x m ) )  = 

=  61p(xn, xn+1)  +  6261p(xn+1,  xn+2)  +  (62) 2 p(xn+2, x m ) )  ^  . . .  ^  61p(xn, x n + 1 )  + 

+6261p(xn+1, xn+2)  +  6 1 ( 6 2 ) ^ ^ + 2 ,  x n + з )  +  . . .  +  ^ " ^ " ^ ^ ( x m ^ ,  x m _ 1 )  +  ^ " " " V ^ m ­ 1 ,  x m ) . 

Пользуясь  неравенствами  (1),  имеем 

а р ( ж г а , ж т )  ^  & 1 р ( ж 0 ) ( ­ )  [ l +  b2­  +  ( 6 2 ­ ) 2  +  •  •  • +  (b2­)  +j­(b2­

а  а  а  а  61  а 

m_n_  1 

Обозначим  Q(b2Ј,k)  :=  1 +  62f  +  (fcf  У  +  •  •  • +  ( f c f  Y  Тогда 

/  в  \  nr  /  в  Л  1  /  в  \ m _ n _ 1 ] 
а р ( ж г а , ж т )  ^  & 1 р ( ж 0 )  ­  Q[b2­,m  ­ п  ­  1  +  — \Ъ2­)  .  (2) 

а  а  61  а 

Для  любого  А; €  N  обозначим  Ф(к)  :=  Q(b2^,k  — 1)  +  ^ ­ (6 2 Ј) f c  1  и  положим  Ф(0)  =  0.  Тогда  из  (2) 
имеем 

а р ( ж г а , ж т )  ^  & 1 р ( ж 0 )  ­  Ф ( т ­ п ) .  (3) 
а 

Поскольку  ^  <  1 и,  следовательно,  ( ^ ) f c  —>  0  при  к  —>  оо,  то  существует,  как  отмечено  выше,  такое 

наименьшее  натуральное  ко,  что  для  любого  к  ^  ко  верно  6 2 (Ј ) f c  <  1.  Используя  существование 
k o  x n  x " 

k o 

2 О т м е т и м ,  что  нижеследующее доказательство фундаментальности этой  последовательности  и  оценки  (*)  доста­
точно  стандартно и  поэтому вполне аналогично рассуждениям в  доказательстве теоремы 4.5  работы  [4],  где строится 
похожая  последовательность. 
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любых  n, m  €  N, m  >  n  >  N .  Пусть  m  —  n  =  qk o  +  г,  где  г  — остаток  от  деления  m  —  n  на  k o ,  так 
что  0  ^  г  <  k o .  Тогда 

p ( x n , x m )  ^  ^ p ( x 

n ,  x n + ko)  +  62p(xn+ko , x m )  ^ 

^  61p(xn,xn+ko )  +  6261p(xn+ko ,xn+2ko )  +  ^ 2 ) ^ ^ + 2 ^  , x m )  ^  . . . 

. . .  ^  61p(xn, xn+ko) +  6261p(xn+ko,  xn+2ko) +  (62)261p(xn+2ko,  xn+3ko) +  . . . 

. . .  +  (Ъ2)q_1Ъlp(Xn+(q_1)ko ,xn+qko)  +  (62)'p(xn+qko , x m ) .  (4) 
К  каждому  слагаемому  в  неравенствах  (4)  применим  оценки  вида  (3),  а  именно  заметим,  что 

' в  \n+jko 

Кроме  того, 

Тогда  из  (4)  следует,  что 

ap(xn+jko,  x n + { j + l ) k o )  <  bi<p(x0)  [­)  $(k0),j  =  0 , 1 , . . . , q  ­  1. 

/ в  \ n+?ko 
ap(xn+qko,xm)  ^  biLp(xo)[^­j  Ф(г). 

(в  \n  (в\  n+ko  2  / в  \ n+2ko 
ap(xn,xm)  ^bibMxo)[­)  Ф(ко)  + b2bibMx0)  ­  Ф(Ло) +  (k )  MipfaoM  ­  Ф(Ао)  +  . . . 

а  а  а 

в  \ n+ko  ' в  \n+2ko 

. . .  +  6 i ( 6 2 ) 9 ­ 1 b i ^ 0 )  ­
а 

Ф(ко)+Ь1ЬМхо)[­)  Ф(г). 
а 

Далее  имеем  (используя  неравенство  &2^§)  <  1) : 

ар(ж г а, хт)  <  (б!)2р(ж0)Ф(А:о) (  [l  +  62  ( ­ )  "°  +  (b2f  (
  f

­)
2

*°  +  ... 

а  а  а 

. . .  +  ( b 2 r 1 ( ­ ) ( " 1 ) f c ° 
а 

' в A' 

+  6 ^ ! Р Ы ( Ј )  Ф ( Г )  = 

=  (b1)Mx0)^\(ko)Q(b2^y°,q)  +  Ъ1Ъ1ф0){^)
П+<1К

°Ф{г)  < 
в  \ n+qko 

< ( & l ) V f a > ) ( Ј ) 
в A n  Ф(ko)  I ( 7 l  ,  Л / в \ n + q k o ; „ /  \ 

=  ( 6 1 ) 2 р Ы ( ^ 
Ф(М0 

1  62 
k o  +  b

q

2  ­)  ( b i ) ­ ^ W  < ( & i ) V f a > )  П 
а 

в Г  г  Ф(ko) 
а 

k o  +  (61) _ 1 Ф(г) 

Итак,  окончательно  получаем 

2 в 
ар(хп,хт)  ^  (biYip(x0)[­

а 

Ф(ko) 
ko 

+  (61) _ 1 Ф(г)  (5) 

Так  как  (Ј)""  —>•  0 при  п  —>  оо,  а остальное  выражение  в  правой  части  (5)  ограничено,  то  р(хп,  хт)  —> 

0  при  n  —  оо,  поэтому  последовательность  { x m } фундаментальна,  а  значит,  она  сходится  в  полном 
пространстве  (X, p)  к  некоторому  элементу  Ј  €  X .  Поскольку  p ( x m )  —  0,  то  в силу  условий  теоремы 
р(Ј)  =  0,  т.е.  Ј  €  Nil(p) . 

n = 0 

а p ( x o , x m )  ^  ( ^ ) 2 p(xo) 
Ф(ko 

k o  +  (61) _ 1 Ф(г)  (6) 

10  ВМУ,  математика,  механика, № 6 
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Если  т  делится  на  ко, то г  = 0,  а  значит,  и  Ф(г) =  0 и  неравенство  (6)  приобретает  вид 

ap(x0,xm)  <  (bi)  р(ж 0)  Г ­ Т ­ .  (7) 

­ l ( h  , 2  ,  ^ ( ^ l . f c p ­ l j  +  ^ l ) * 0 ­ 1  o * ° ­ 1 ( b i ) 2 Q ( b 2 | , f c D ­ l ) + b i ( M ) f c ° ­ 1  , 

=  «  ( & i ) ^ o )  7̂7̂   =  a*°  ­  ф о 

a  I 

He  предполагая  полунепрерывности  квазиметрики  p ни по одному  из  аргументов,  рассмотрим  под­
последовательность  {xjk0}  построенной  выше  последовательности^,™}. Так как, очевидно,  она схо­
дится  к  Ј, то  получаем  из  неравенства  (7): 

l imp(^o,7)  ^  lim  p(x0,xjko)  ^  a~
l

  (hi)
2

  р(х0)
  Ф

^  ­

• 

Теперь  рассмотрим  аналог  теоремы  2 для  (Ъ\, Ъ2)­квазиметрических  пространств. 
Пусть  (X, p), (Y, v)  — (bi, Ъ2)­квазиметрические  пространства. 
Т е о р е м а  6.  Пусть  D  С X  х  заданное  замкнутое  подмножество,  р  : D  —> R+  —  неотри­

цательный  функционал.  Пусть  для  функционала  р  и  чисел  Y >  0, 0 < в  < а  выполнены  следующие 

условия.  Для  каждой  точки  (x, y)  €  D  существует  точка  (x',  y')  €  D,  такая,  что  p(x,  x')  ^ 

a~
l

p(x,y),  v(y,y')  ^  jp(x,y)  и  p(x'  ,y')  ^  ^p(x,y).  Пусть  также  либо  график  Graph(p)  функци­

онала  р  является  0­полным,  л,ибо  D — полное  пространство  относительно  (Ъ 1 ,Ъ 2)­квазиметрики 

p  : D  х  D  —> М + ;  определенной  по  правилу  p((x,y),  (x ' ,y ' ) )  :=  p(x,x ')  +  v(y, y'),  и  график  Graph(p) 
0 

Тогда  для  любой  точки  ( x 0 , y 0 )  €  D  существует  последовательность  {(xk,yk)}fc=o,i,...  С  D, 

сходящаяся,  к  некоторой  точке  (Ј, ф)  €  D,  где р(Ј, ф)  =  0,  и  справедливы  следующие  оценки: 

,  ,  ,  ^  ( h Y Q ^ l k o ­ ^ + h ^ ) ^ ­
1 

hm  р(ж 0,ги)  <  ,  р{хо,уо)­  (8) 

i i m p ( y o , v ) ^ 7  fc  у ( ж о , Ы ­  I 9 ) 
" ­ ^  ( l  ­  62  ( Ј 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Зафиксируем  начальную  точку  (xo ,yo)  €  D .  Исходя  из  условий  теоремы, 
можно  построить  начинающуюся  из  этой  точки  последовательность  {(xk ,y k )}k=o,1, . . . i  удовлетворя­
ющую  условиям  p(xk,xk+i)  ^  a~

l

p(xk,yk),  v{yk,yk+\)  ^  ^p(xk,yk)  и  p(xk+i,yk+i)  ^  §p(xk,yk), 

к  =  0,1,  Отсюда  следует,  что  p ( ( x k , y k ) ,  ( x k + 1 , y k + 1 ) )  ^  Kp(xk,yk),  где  K  =  а ­ 1  +  Y ­  Поэтому 
имеем 

(

в  ^k 
р{{хк,Ук),{хк+1,Ук+\))  <[­)  Кр(х0,Уо)­

а 
Таким  образом,  последовательность  {(xk, yk)}k=o,1,„o  а  также  каждая  из  последовательностей 

{xk}k=o,1,„o  { y k } k = о , l , . . .  являются  фундаментальными.  В  силу  условий  теоремы  все они  сходятся  к 
некоторым  точкам  (Ј, ф), Ј, ф  соответственно,  причем  р(Ј,ф)  =  0.  Требуемые  в  теореме  оценки  (8) 
и  (9)  доказываются  вполне  аналогично  оценке  (*)  в  теореме  5.  • 

(Ъ1, Ъ2) 
зиметрических  пространств. 

Т е о р е м а  7.  Пусть  F  : X  —> C(Y)  — многозначное  отображение  и  либо  Graph(F)  С  X  х  Y 

H­полон,  где H  С Y  — замкнутое  подпространство  в Y,  либо  пространство  X  х  Y  полно  и  график 

Graph(F)  H­замкнут.  Пусть,  кроме  того,  заданы  числа  а, в,  Y,  где Y  > 0, 0 < в  < а,  и для  каждой 

точки  (x,y) €  Graph(F)  существует  точка  (x ' ,y ' )  €  Graph(F),  для  которой 

р(х,х')  <  A^­il,u(y,y')  <: 7и(у,Н),и(у',Н)  <  ^и(у,Н). 
а а 
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Тогда  для  любой  тючки  ( х о , у о )  €  Graph(F)  существует  последовательность  {(хк,Ук}fce{o}uN  ^ 

Graph(F),  ( х к , у к )  —>  €  Graph(F),  где  Ј  €  F~
1

(И),  ф  €  F(Ј)  П И .  Кроме  того,  верны  оценки 

m—oo 

lim  р(ж0,­ш)  ^  ,  ь>(уо,Н), 

1Ш  PU/o,  и)  <  7  s — ­ j r ­  2  i/(2/o, Я ) . 

( 1 ­ ь 2 ( # л 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Следует  рассмотреть  функционал  р (х ,у )  :=  v(у, И)  и  множество  D  = 
Graph(F),  зафиксировать  любую  точку  (хо,Уо)  €  Graph(F)  и  применить  теорему  6.  • 

Следующая  теорема  есть  аналог  теоремы  4  для  (b\,  Ь2)­квазиметрических  пространств.  Это 
частный  случай  теоремы  7.  Ниже  в  произведении  Y n  =  Y  х  . . .  х  Y  рассматривается  метрика  г>, 

n 
где  г>(у, z)  :=  v(ук, z f c)  для  любых  у  =  ( у ь  . . .  ,yn), z  =  ( z b . . . ,  Zn)  €  Y n . 

fc=i 

Т е о р е м а  8.  Пусть  Fi,...,Fn  :  X  —  C ( Y ) ,  F  =  F  х  . . .  х  F n  :  X  —  C ( Y n ) ;  причем  гра­

фик  Graph(F)  отображения  F  An­saMKHym  и  хотя  бы  один  из  графиков  Graph(Fi) ;  i  =  1, . . . ,n, 
является  полным.  Пусть  числа  а,  в , 7,  где  7  >  0,0  <  в  <  а,  таковы,  что  для  любых  х  €  X, 

у  €  F(x)  существуют  тючки  х'  €  X  и  у'  €  F(x
r

),  для,  которых  р(ж,ж')  ^  v

(yAn)  ^  0(у,у')  ^ 

7  •  z%>  An),  причем  ь>(у', Ап)  ^  |  •  z%,  А г а ) .  Тогда  для  каждой  точки  (х0,у0)  =  (ж 0,  (2/10, •  •  •, 2/по))  € 
Graph(F),  т . е .  у г о  €  F j ^ o ^ i  =  l , . . . , n ,  существует  сходящаяся  последовательность  {(хк,ук)}  = 
{(хк,  (у1к,у­nk  ))}fc=o,i,...,  где  хк  —>  Ј,  угк — > Ц €  Y,  i  =  l , . . . ,  n,  причем  точка  (Ј, (ц,...,  ц))  € 

m—oo  m—oo 
Graph(F),  т.е.  Ј  €  Co in (F 1 , . . . ,  F n ) ,  ц  €  F 1  (Ј)  П . . .  П F n ( Ј ) .  Кроме  того,  верны  оценки 

lim  р(ж 0,  w)  <  ^  ,  — 2  1/(2/0,  АТ 

1 ш  Р{Уо,  v)  <  7  ,  Кг/о,  А г 

( l ­ & / ^ ° 

П р е д л о ж е н и е  1.  Утверждение  теоремы  5.7  ш  работы  [4]  следует  из  теоремы  8  прм n  =  2. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть  (X, р), (Y, v)  — (b 1,  Ь 2)­квазиметрические  пространства.  Пусть  F 1 , F 2  : 

X  —  C(Y) 
теорема  5.7],  т.е.  отображение  F1  является  а­накрывающим  и  замкнутым  (т.е.  имеет  замкнутый 
график),  а  отображение  F2  являет ся  /3­липшицевым,  где  0  <  в  <  (5,  и,  кроме  того,  хотя  бы  один 
из  графиков  Graph(F1),  Graph(F2)  является  полным.  Покажем,  что  тогда  выполнены  все  условия 

n = 2 

Покажем,  что  Graph(F1  х  F2)  замкнут.  В  самом  деле,  так  как  отображение  F2  является  /3­
липшицевым,  то  оно  секвенциально  полунепрерывно  сверху.  По  этой  причине  для  всякой  сходя­
щейся  последовательности  {(хк,ук)}к=о,1,_  ^  Graph(F 2)  верно,  что  lim  v(ук, F 2 (Ј))  =  0,  где  Ј  = 

'  '  к—о 
lim  хк.  Следовательно,  lim  ( х к , у к )  €  Graph(F 2).  Итак,  Graph(F 2)  замкнут,  а  значит,  и  Graph(F)  = 

к—о  к—о 
Graph(F1  х  F2)  замкнут.  В  частности,  Graph(F)  является  и  Д2­замкнутым.  Пусть  теперь  х  €  X  — 

произвольная  точка  и  у  =  ( у 1 , у 2 )  €  F (х )  =  (F 1  х  F 2 ) (х ) .  Поскольку  F 1  — а­накрывающее  отображе­

ние,  то  существует  точка  ж'  €  X,  такая,  что  р(ж,ж')  ^  v(

­
yi

j
y2

^
1

  =
  v t y V

' ^  и  у 2  €  ^ ( ж ' )  П F2{x).  Тогда 

так  как  F2  — /З­липшицево  отображение,  то  имеем 

v(У2,F2(х'))  <  И(F2(х ) ,F2 (х ' ) )  <  в  • р(х,х ' )  <  (в  +  а  • 5)  • р (х ,х ' ) , 

Г д е  § _  любое положительное  число,  И ( F 2 ( х ) , F 2 ( х ' ) )  =  max{  sup  {v(у, F 2 ( х ) } ,  sup  { v ( z , F 2 ( х ' ) } } ­
y€F2(x')  zЈF2 (ж) 

расстояние  Хаусдорфа,  определяемое  квазиметрикой  v. Следовательно,  существует  точка  у 3  €  F 2  (х'), 
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такая,  что  v ( у 2 , у з )  ^  (в +  а§)  • р (х ,х ' ) .  Обозначим  у' =  (у 2 , у 3 )  €  (F 1  х  F 2 ) (х ' ) .  Получаем,  что 

НУ,У')  ="(2/1,2/2)+"(2/2,2/3)  <  "(2/ь2/2)  +  (/З +  йй)  • р(ж,ж')  <  ( l +
  13+

^
5

)  ­ % , д 2 )  = 7 ­ % , А 2 ) , 

где  7  =  1 +  / 3 ' t "^ .  Рассмотрим  z>(2/', А 2 ) .  Имеем  и(у',А2)  =  г/(у 2,уз)  ^  ^ + а г  • и(у,А2).  Взяв  5  таким, 

чтобы  0  <  Ј  <  1 — | ,  и  обозначив  о; =  й, /3  =  /3 +  сМ, получаем,  что  7  >  0, 0  <  f3 <  а,  р(ж,ж')  ^ 
VtyV

'a'
2

"
>'  ^(2/, 2/0  ^  7  ' "(2/, ^ 2 )  и  "(2/,  Д 2 )  ^  Ј  ' "(2/, Дг)­  Итак,  все условия  теоремы  8  выполнены. 
Пусть  теперь  х о  €  X  —  произвольная  точка  и  {хк}к=о,1,_ ,  {ук}к=о,1,_  =  { (у 1 к ,у 2 к)}k=o , l , . . .

  — 

последовательности,  построенные  в  доказательстве  теоремы  8  (при n  =  2), х т  —>  Ј, Ј =  Ј ( х о , у о ) . 
m—o 

В  силу  теоремы  8 имеем  р(жо,Ј)  ^  ^ " ^ ^ , где уо =  (2/10,2/20)  €  х  ^ 2 )(жо).  Пусть 

г>(уо, Д 2 )  =  х  F 2 ) ^ ) ,  Д 2 )  • ( l  +  ц)  =  v ( F l ( х o ) , F2 (хo) )  • ( l  +  ц), 

где  ц >  0.  Ясно,  что в  зависимости  от  выбора  уо число  ц  может  быть  сколь  угодно  малым.  Тогда 

0(Х  С) <
  v i y o

>
A

^  =  H
F

i(xo),F2(xo))  • (1 + rj)  =  " ( ^ ( ж 0 ) , ^ 2 ( ж 0 ) ) 

°  "  а ­ / 3  й ­ / 3 ­ ( 1 + р )  а­Р 

~]Р rf 
г / ( ^ ( ж 0 ) ,  ^ 2 ( ж 0 ) )  • (1 +  г?)  г / ( ^ ( ж 0 ) , F 2(so))  = 

а  — в3  • ( l +  р)  а  — в3 

_  v(F1(xo),F2(xo))  • г]  u(F1(x0),F2(x0))  • f3p  _^  Q 

a­j3­(l+p)  (а  ­  Р)(а  ­  /3 • (1 +  р)) 

при  р  — 0 и  ц — 0.  Отсюда  видно,  что е  можно  сделать  сколь  угодно  малым.  • 
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УДК  517.928  +  517.984 

С П Е К Т Р А Л Ь Н Ы Е  Х А Р А К Т Е Р И С Т И К И  О П Е Р А Т О Р А 
Ш Т У Р М А  Л И У В И Л Л Я  П Р И  М И Н И М А Л Ь Н Ы Х  У С Л О В И Я Х 

Н А  Г Л А Д К О С Т Ь  К О Э Ф Ф И Ц И Е Н Т О В 

В . Е .  В л а д ы к и н а 1 

Рассматривается  задача Штурма­Лиувилля  в обобщенной форме  с краевыми  услови­
ями Дирихле и минимальными  условиями на гладкость коэффициентов. Получены  асимп­
тотические формулы для собственных значений и собственных функций. Для  нормирован­
ных  в  L

p собственных  функций  установлены  равномерные  оценки  в  норме  пространства 
непрерывных  функций. 

Ключевые  слова: уравнение  Штурма—Лиувилля,  асимптотики  собственных  значений, 
асимптотики  собственных  функций,  сингулярные  коэффициенты. 

In  this  paper  we  consider  the  Sturm­Liouville  problem  in  general  form  with  Dirichlet 
boundary conditions under the  minimal  smoothness assumptions for  the  coefficients.  We obtain 
the  asymptotics formulas for eigenvalues and  eigenfunctions of this problem. In assumption that 
L p­norm  of eigenfunctions  is equal to  1, we  get  uniform  estimates of the  Chebyshev norm. 

Key  words: the  Sturm­Liouville  equation, asymptotics  of the  eigenvalues, asymptotics of 
the  eigenfunctions,  singular  coefficients. 

1.  В в е д е н и е .  Уравнение  111 гур.ма  Лиувилля  в  общей  форме  обычно  записывают  в  виде 

­(r(x)y')'  +  q(x)y  =  Xp(x)y,  y  =  y(x),  x  €  [a,b]  С  R,  (1) 

где  A — спектральный  параметр.  Если  r  и  p  — вещественные,  положительные,  достаточно  гладкие 
функции,  то  замены  (преобразование  Лиувилля) 

t(x)  = 

z(t)  =  f(t)y(x(t)),  №  =  yP(x(t))r(x(t)) 

приводят  уравнение  (1)  к  нормальной  форме  (см.,  например,  [1]): 

z"  +  Q(t)z  =  Xz,  z  =  z(t),  где  Q(t)  =  +  (2) 

(a, b) 

предполагаются  выполненными  краевые  условия.  В  случае  конечного  интервала  ставятся  два  кра­
евых  условия,  например  условия  Дирихле 

y(a)  =  y(b)  =  0.  (D) 

При  таких  краевых  условиях  получаем  задачу  Дирихле  на  отрезке  [0, h],  где  h  =  t(b),  для  урав­
нения  (2).  Асимптотические  формулы  для  собственных  значений  и  собственных  функций  краевых 
задач  для  канонического  уравнения  (2)  хорошо  известны  (см.,  например,  [2,  гл.  1;  3,  гл.  2]).  В  част­
ности,  в  случае  краевых  условий  Дирихле  собственные  значения  и  собственные  функции  имеют 
асимптотику 

/—  7ГП  _  /  1 \  .  Tint  _  /  1 \  „ 

VA~  =  ­j­  + 0  ( ­ J  ,  zn  =  s m —  + 0 [ ­ \ ,  п  =  1,2,....  (3) 
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r, p, q 

увилля  существенно.  Для  получения  асимптотик  (3)  необходимо  требовать  условия 

r ,p  €  W
2,1

  [a, b],  q  €  L
1

[a,b],  (C) 

где  W
k

'
p  — пространство  Соболева,  состоящее  из  функций  y,  для  которых  y,y',...,  y ( k ­ 1 )  абсолютно 

непрерывны,  a  y ( k )  €  L
p

[a,b],  p  ^  1. 
Наша  цель  — получить  асимптотические  формулы  задачи  на  собственные  значения  для  урав­

q 

является  распределением  первого  порядка  сингулярности.  В  случае  r(x)  =  p(x)  =  1  соответству­
ющие  результаты  были  получены  в  работе  [4].  Кроме  того,  нами  будут  установлены  равномерные 
оценки  нормированных  в  LP  собственных  функций  в  чебышёвской  норме. 

2.  А с и м п т о т и к а  с о б с т в е н н ы х  з н а ч е н и й  и  с о б с т в е н н ы х  ф у н к ц и й .  Далее  вместо  (1)  рас­
смотрим  более  общее  уравнение  в  более  удобной  для  нас  форме: 

­(r
2

y')'  + py'  +  qy  =  A
2

p
2

y,  x  €  [a, b] С  R,  (4) 

r  p  p  q 

p  €  L
1

[a,b],  q  €  W
­1,2

[a,b].  (5) 

Последнее  условие  означает,  что  первообразная  u  =  j  qdx,  понимаемая  в  смысле  теории  рас­
L

2

[a,  b] 

Кроме  того,  предположим,  что 

p'u,ru,pu  €  L1[a,b],  где  u  =  qdx.  (6) 

Конечно,  эти  условия  на  коэффициенты  существенно  менее  ограничительны,  нежели  условия 
(С),  требуемые  для  проведения  преобразования  Лиувилля.  Однако  платой  за  меньшую  гладкость 
коэффициентов  будет  менее  точная  оценка  остатка  в  асимптотических  формулах.  Для  простоты 
изложения  далее  ограничимся  рассмотрением  задачи  Дирихле  для  уравнения  (4). 

Основным  инструментом  при  получении  асимптотических  формул  для  спектральных  характе­
ристик  будет  служить  следующий  результат  [5, 6]. 

Т е о р е м а  [6].  Пусть  коэффициенты  уравнения  (4)  удовлетворяют  условиям  (5)  и  (6).  Тогда 

для  любого  s  >  0  фундаментальные  решения  задачи  (4)  представимы  в  виде 

L ­ e x p f ­  Г^±гХ  Г
  Р

­Ы я , А )  =  — е х р ( ­  /  ^ ± i \  j  ^  )  (1 +  <Р±(х, А)).  (7) 

Здесь  функции  (p±  аналитические  в  полуплоскости  П+  =  {A  €  C|  Im  A ^  — s}  при  |A|  >  R  и 

\<p+  (x,  A)  | +  lp­(x,  A)l  =  o(1)  при  |A| —  oo,  A €  П+, 

x  €  [a, b] 

изводной  рассматривать  квазипроизводную 

y [ 1 ]  =  y'  — h(x)­y,  где  h  =  —  dx, 
r  rp 

а  именно: 

yl
]

  (X, A) =  ±гХ0exp  Q  j f  L  ±  г Х  jj  Јj  ( i  +  фф,  A)) ,  (8) 

где  функции  ф±  обладают  тем  же  свойством,  что  и  функции  (p±.  Утверждение  теоремы  сохра­

няется,  если  вместо  полуплоскости  П+  рассматривать  полуплоскость  П ­
  =  {A  €  C  Im  A ^  s}. 

Из  этого  результата  следует 
Т е о р е м а  1.  Пусть  коэффициенты  уравнения  (4)  удовлетворяют  условиям  (5),  (6).  Тогда 

собственные  значения  задачи  (4),  (D)  имеют  вид 

b 

Я  =  ^ ( 1  +  о(1/к)),  где  h  = j№dЈ. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим  полуплоскость  П+  (для полуплоскости  П
­  рассуждения  анало­

гичны).  Собственные  значения  являются  корнями  характеристического  определителя 

A(A) 
U1(y1)  U2(y1) 

U1(y2)  U2(y2) 

где  Uj(y),  j  =  1, 2, обозначают  краевые  условия.  Для удобства  обозначим 

x 

1  „ ,  ,  I  Г*™.­2  ,  f  р(0 
R(x) 

л/  р(х)г(х)'  r(0 
dЈ,  h =  t(b). 

Составим  характеристический  определитель  задачи  (4) с краевыми  условиями  Дирихле: 

А(Х)  = 
R(a)  (1 + o(1))  R(b)P(b)  exp (iA h) (1 + o(1)) 

R(a)  (1 + o(1)) R(b)P(b)  exp  (—iA h) (1 + 0(1)) 

=  R(a)R(b)P(b)^e~
iAh

  (1 + o(1))  — e
l A n

  (1 + o(1)) 

Корни  характеристического  определителя  являются  корнями  уравнения 

iAh  ­

e
­ i X h

  (1 + a(A))  — e i A h
  (1 + (3(A))  = 0, iA h 

где  a(A)  и ((A)  стремятся  к  нулю  при |A|  00. 

Рассмотрим  Х°к =  ^  iA h  iA h 

\0 

корни  уравнения  e  " — e"'"'"  = 0 и воспользуемся  теоремой  Руше. Для 

этого  построим  окружности  радиуса  тк  около  Aj  начиная  с  к  =  K,  такого,  чтобы  при  |A| >  AK­1 

были  верны  оценки  |а(А)|  <  m i n { l , ^ } ,  |/3(А)|  <  m i n { l , ^ } .  Числа  гк  будем  брать  такими,  чтобы 

были  верны  оценки  |а(А)|  <  \rkh,  \(3(\)\  <  \гф,  в  кольце  А^ — 1 <  |А| <  А^ +  1. Очевидно,  можно 

выбрать  последовательность  радиусов  rj  стр емящейся  к  нулю.  Тогда  на  окружи ости  |A — Aj | =  rj 

будут  выполнены  оценки  I e  iA  h  e
iAh

\  ^  rkh  \e
­iAh

a(A)  iA  h (3(A)
\

  < rjh.  Значит,  внутри  каждого 

круга  |A—Aj|  < rj  лежит  один  корень А(A)  кратности  1. Таким  образом, мы получили  серию  {Aj}
(

j=K 

корней  характеристического  определителя  А(Х).  Покажем,  что незанумерованными  остались  ровно 
К  — 1  корней.  Для  этого  рассмотрим  окружность  |А|  =  А^ +  при  k  ^  К  — 1.  Тогда  на  этой 

\

e 
iA  h  iA  h\  =2  iA  h a(A)  iA  h 3(A)

\

  <  2,  значит,  по  теореме  Руше  А(А)  имеет 
k 

пк 
A

j
  = 

h 
+  o(1),  (9) 

и  теорема  доказана. 
Теперь  мы можем  получить  асимптотики  собственных  функций  нашей  задачи. 
Теорема  2.  Пусть  коэффициенты  уравнения  (4)  удовлетворяют  условиям  (5), (6).  Тогда  соб­

ственные  функции  задачи  (4),  (D)  имеют  вид 

1 
y

j  ­.e 2 

1 rx  —2 
- J a P

r 

sm 
пк 

pr
­1

  + o(1),  h = 
^p(x)r(x)  \ h  J a 

yj 

y  =

  \\

\ U 
j  \ U

1  2  2
  R ( a 

=  R(a)R(x)P(x)(e
­iAk  t ( x )

  (1 + o(1))  — e
iAk  t ( x )

  (1 + o(1)))  . 

e
A

k  = e
A0

  = e
A0

  (1 +  o(1)). 

r(0 
(10) 

R(a)  (1 + o(1))  R(x)P(x)e
iAk  t ( x )

  (1 + o(1)) 

R(a)  (1 + o(1)) R(x)P(x)e
­iAk  t ( x )

  (1 + o(1)) 

С  учетом  (9)  имеем 
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Тогда  с точностью  до умножения  на  константу 

y

j  =  R(x)P(x)  (sin Aj t(x)  + e
­ i A 0  t(x)

o(1)  + e
iA0  t(x)

o(1) 

Поскольку  A? =  тр, то  eiA
0

  t(x) 
=1 

y

j
  = 

^/  p(x)r(x) 
e2 

­  f
x

vr­
2

  •  (  як 

2 Ja t"  S in  I   
h 

pr
­ +  o(1), 

и  теорема  доказана. 
Заметим,  что по сравнению  с асимптотиками  для задачи  с гладкими  коэффициентами  (3) оста­

точный  член  в  асимптотических  формулах  (9) и  (10)  менее  точен  (o(1)  вместо  O(1/n)). 

3.  Равномерные  оценки  нормированных  в LP собственных  ф у н к ц и й .  Здесь  будут  полу­
чены  равномерные  оценки  норм  собственных  функций  задачи  (4) с краевыми  условиями  Дирихле. 

q = 0  p = r = 1  p 
L2 

\\
y

n
\\

C  [0;1]  ^  С  ( p ) A

n
2

\ \
y

n \ \ b
2

  [0;1]
. 

p 

n 

\\y

n
\\

C[0;1]  <  С(p)\\y

n
\\

L2[0;1]
. 

Применяемый  в  [8] подход  основан  на  использовании  квадратичных  форм,  что не позволяет  обоб­
щить  его на  случай  p  ^  1. Поэтому  для получения  интересующих  нас оценок  будут  использованы 
асимптотики  собственных  функций  при p € AC[0; 1]. 

Теорема  3.  Пусть  коэффициенты  уравнения  (4)  удовлетворяют  условиям  (5), (6).  Тогда  для 

yn  n 

\\y

n
\\

C{a,b]  ^
  С \ \ y

n
\ \ \

L
p

  [a,b]
,  V p

  >
  1 . 

Доказательство .  Согласно  теореме  2 собственные  функции  задачи  имеют  асимптотики  (10). 
Выберем  число  N  так, чтобы  при n  > N  была  верна  оценка  |o(1)|  < е. Функции  r и p  отделены 

[a, b] 

M  = m&x<i max  r(x),  max  p(x)>  ,  m  = mini  min  r(x),  min  p(x) 
xЈ[a,b]  xЈ[a,b]  \  \xЈ[a,b]  xЈ[a,b] 

n  > N  yn 

\\
y

n\\c[o,i]  <  ­ e ^
M L

^  +e. 
m 

L 1 

'JnHL1[0,1] 
p{x)r{x) 

e2 
1  x  — 2 

пк 

sin  ( —  /  pr  +  ^(1^  dx  ^ 

1  _  WLLIK 
>  —e  2M

2

~ 

M 

пк 

sin  ( —  /  pr  dx  — e(b — a)  t  =  pr 

1  _Ы\ь1[а,1 
=  —e  2M

2

~ 

M 
sin  I  —t 

h 

r  ,  ,,  .  2hm
  | | р | 1 ь 1, [°> ь ]  . 

­  ax —  e(b — a)  ^  ^ 2  e  ZM
2

 —  s(o — a) 
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Выберем  число  е так,  чтобы  последняя  разность  была  положительна.  Тогда  существуют  С\,С2  > 0, 
такие,  что  | | y n | | c [o , r ]  ^  C\,  Н У Щ Ь ^ О Д ]  ^  О 2 при n  > N,

  а  значит,  можно  выбрать  не зависящую  от n 
константу  О, такую, что 

УугаУс[а,6]  ^  О | | ynHbi[a,b]­

Из  этой  оценки  и неравенства  Гёльдера  сразу  следует  утверждение  теоремы. 
4.  З а д а ч а  с  регулярными  краевыми  условиями.  Рассмотрим  задачу  (4) с краевыми  усло­

виями: 
Uj (y)  = aj oy(a)  +  ВД[1](а)  +  / joy(b)  +  / j 1 y [ i ] (b)  =  0,  j  = 1,2.  (11) 

Число  Vj называется  порядком  линейной  формы  вида  (11),  если по меньшей  мере  один из коэф­
фициентов  при y ( v j ) (a )  или  y ( v j о т л и ч е н  от нуля,  а все  коэффициенты  при производных  порядка 
k  > Vj равны  нулю.  Суммарным  порядком  краевых  условий  вида  (11) называется  число  V =  Vi +  V2. 
Краевые  условия  называются  нормированными,  если  любые  их  линейные  комбинации  имеют  не 
меньший  суммарный  порядок  (далее  считаем  краевые  условия  (11)  нормированными).  Здесь мы 

заимствуем  определение  регулярности  краевых  условий  из работы  [9], которое  (для случая,  когда 
коэффициенты  уравнения  — классические  функции)  эквивалентно  известному  определению  из кни­
ги  М.А.  Наймарка  [3, гл.  2]. 

Действуя  аналогично  [3, гл. 2], определим  числа  0i,0o,0­i  с помощью  равенства 

(Pvi (a) a iv 1  +  spV1  (b)/iv1  (Pv1  (a)aiv 1 

{pV2{a)a2v2  + spV2{b){i2v2)^
V

\  (p^(a)a2v2  + \pV2{b)  fi2v2)w
v

2

2 
=  —  +в0  +  6lS, 

s 

где po(x)  =  R(x)P(x),  p\(x)  =  щ^тщ,  ^i  = i, u}2 = —i. Краевые  условия  будем  называть  регуляр­

ными,  если  числа  0i и О­i  отличны  от  нуля. 
Комбинируя  рассуждения  из п. 2 настоящей  работы  и монографии  [3, гл. 2, §4]  и используя  (7) 

и  (8), получаем  следующий  результат. 
Теорема  4.  Пусть  коэффициенты  уравнения  (4)  удовлетворяют  условиям  (5), (6). Тогда  соб­

ственные  значения  задачи  (4), (11) образуют  две  последовательности 

2 

2 х 2  .  2kvr\  2

(  i lno С'  ,ЛПЛ 
Л 2

^ ( — )  l
1

­ ^
  +  ° ( 1 / f c ) J ' 

Г ( ) Е  С ,С  корни  уравнения  dis
2

  + dos  + в­i  =  0,  возможно,  совпадающие.  При  этом  в  случае 

— 46­i6i  = 0 все собственные  значения  начиная  с некоторого  простые,  а в случае  — 46­i6i  = 0 
простые  или  двукратные. 

Теорема  5.  Пусть  коэффициенты  уравнения  (4)  удовлетворяют  условиям  (5), (6), и  пусть 

в 2  — 4e_ ie i  =  0.  Тогда  собственные  функции  задачи  (4), (11) образуют  две  последовательности 

У1,к=Ро(х)(­^
2

е
гХ

^^  (a2v2Pv2(a)  +  +  о(1) 

—po(x)i
V 2

в_
г Х 1 , к  t ( x )  (a2v2pv2  (a)  + С'/2i2Pv2  (b)+  o(1)) ,  (12) 

где 

X 

i  [
x

  p \  (  \  ГР  f  i  Г  P \  ./  \  f  P Po(%) =  ,  ,  ,  ,  ,  exp ( ­  /  ­  ) ,  pi(x)  =  A / — exp  ­  /  ) ,  t(x)  = 
y/p{x)r(x)  "  V 2  7 a  г 2  У  '  " v /  V r 3  L

  \2 
a  rp2  J  J Г 

а, формула  для  у2tk  получается  из  (12) заменой  С' на С"  и  Ai;fc  на  \2>k­

Повторяя  доказательство  теоремы  3, получаем  следующий  результат. 
Теорема  6.  Пусть  коэффициенты  уравнения  (4)  удовлетворяют  условиям  (5), (6), и  пусть 

в 2  — 4e_ ie i  =  0.  Тогда  существует  О  >  0,  такое,  что для  всех  собственных  функций  yn  задачи 

(4),  (11)  верна  оценка 
| |ynУс[a,b]  ^  О Ь П к р [ a , b ] ,  V p >  L 
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М е х а н и к а 

УДК  517.01+531.01 

И Н Т Е Г Р И Р У Е М Ы Е  С И С Т Е М Ы  СО  М Н О Г И М И  С Т Е П Е Н Я М И 
С В О Б О Д Ы  С  Д И С С И П А Ц И Е Й 

М .  В .  Ш а м о л и н 1 

В работе показана интегрируемость  некоторых классов динамических  систем на каса­
тельном  расслоении  к многомерному  многообразию. При  этом  силовые  поля,  обладающие 
переменной  диссипацией,  обобщают  ранее  рассмотренные. 

Ключевые  слова:  динамические  уравнения,  интегрируемость,  трансцендентный  пер­
вый  интеграл. 

In this study, we show the  integrability of certain classes of dynamic systems on the  tangent 
bundle  to  a  multi­dimensional  manifold.  In  this case, the  force fields  have variable dissipation 
and  generalize the  cases considered previously. 

Key  words: dynamic equations, integrability, transcendental first  integral. 

В  задачах  динамики  исследуются  механические  системы  со многими  степенями  свободы  с дисси­
пацией  (с пространством  положений  — многомерным  многообразием).  Их фазовыми  пространствами 

n 

обобщенного  сферического  маятника  в  неконсервативном  поле  сил  приводит  к  динамической  си­
(n  —  1) 

ней  индуцирована  дополнительной  группой  симметрии  [1, 2].  В  данном  случае  динамические  си­
стемы,  описывающие  движение  такого  маятника,  обладают  знакопеременной  диссипацией  и  полный 
список  первых  интегралов  состоит  из  трансцендентных  (в  смысле  комплексного  анализа)  функций, 
выражающихся  через  конечную  комбинацию  элементарных  функций. 

Выделим  также  класс  задач  о движении  точки  по  многомерной  поверхности,  при  этом  метрика 
на  ней  индуцирована  евклидовой  метрикой  всеобъемлющего  пространства.  В  ряде  случаев  в  систе­
мах  с диссипацией  также  удается  найти  полный  список  первых  интегралов,  состоящий  из  трансцен­
дентных  функций.  Полученные  результаты  особенно  важны  в  плане  присутствия  в  системе  именно 
неконсервативного  поля  сил. 

В  настоящей  работе  показана  интегрируемость  некоторых  классов  динамических  систем  на 
касательном  расслоении  к  многомерному  многообразию  (об  аналогичных  исследованиях  на  каса­
тельных  расслоениях  к  многообразиям  размерностей  2,  3  и  4  см.  [3­5]).  При  этом  силовые  поля, 
обладающие  так  называемой  переменной  диссипацией,  обобщают  ранее  рассмотренные. 

1.  Уравнения  геодезических  при  замене  координат  и  их  первые  интегралы.  Как 
известно,  в  случае  n­мерного  гладкого  риманова  многообразия  M n  с  координатами  (a,//),  //  = 
(/i,...,  /3n_i),  и  аффинной  связностью  Tjk(x)  уравнения  геодезических  линий  на  касательном  рас­
слоении 

T * M n  { a  . . .  , / / n_ i ;  a , / / i  , . . . , / / n _ i } ,  a  =  x i ,  / / i  =  x 2 ,  . . .  ,  / n _ i  =  x n ,  x  =  ( x i , . . . , x n ) 

имеют  следующий  вид  (дифференцирование  берется  по  натуральному  параметру): 

n 

x* +  ^2  ( x ) x j
x

k  =  0,  i  =  1, . . . ,n.  (1) 
j,k=i 

Изучим  структуру  уравнений  (1)  при  изменении  координат  на  касательном  расслоении  У  M n . 
x 

n 

x* =  Ј  R i j  (x)Zj,  (2) 
j = i 
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которую  почти  всюду  можно  обратить:  Zj =  Y^A=I  T j ^ x ^ ,  при  этом  R i j , Tj i ,  i , j  =  1 , . . . , n,  — функ­
ции  от  x i , x n ,  а  также  RT  =  E,  где R  =  ( R i j ) ,  T  =  (Tji).  Назовем  уравнения  (2)  новыми 

кинематическими  соотношениями,  т.е.  соотношениями  на касательном  расслоении  T * M n . 
Справедливы  тождества 

n  n  n 
Z

j  =  ^  у  T̂jî C' +  ^  ^ Т ^ З ^  ^Tji =  ^  ^  T

ji,k
x  ,  ( 3 ) 

= i  = i  k = i 

где  Tjj ;k  =  dTjijdx
k

,  j ,  i , k =  1 , . . . ,  n.  Подставляя  в  (3) уравнения  (1), имеем 

n n 
Z

i  =  ^  ^
  T

ij,k
xjx  ^  ^  T i j r j p q x P 3 x q ,  ( 4 ) 

j , k = i  j,p,q=i 

при  этом  в системе  (4) вместо  x l , i =  1 , . . .  ,n , следует  подставить  формулы (2). 
Другими  словами,  равенство  (4) можно  переписать  в  виде 

n n 

Zi +  YI  Qijkxjxk|(2)  =  0,  Q jk (x )  =  Tis(x)r s k(x)  — Tj­k(x). 
j , k = i  s = i 

П р е д л о ж е н и е  1.  Система  (1)  в  той  области,  где det R(x)  =  0,  эквивалентна  составной 

системе  (2),  (4). 
Таким  образом,  результат  перехода  от  уравнений  геодезических  (1) к  эквивалентной  системе 

уравнений  (2), (4) зависит  как от замены  переменных  (2) касательного  пространства  (т.е.  вводимых 
новых  кинематических  соотношений),  так и от аффинной  связности  Tjk(x). 

2.  В а ж н ы й  частный  случай.  Рассмотрим  далее  достаточно  общий  случай  задания  кинема­
тических  соотношений  в следующем  виде: 

a  —  z n , 

/ / i  =  Z n _ i f i ( a ) , 

//2  =  Zn_2/2(a)gi  ( / / i ) , 
•  (5) 

//3  =  Zn_3/3(a)g2  ( / / i  ) h i ( / 2 ) , 

/ /n_i  =  Zi /n_i(a)gn_2( / i )hn_3( /2)  • . . .  • i i( / /n_2), 

где  /k(a) ,  k =  1, . . . ,n  — 1; gt(ft),  l =  1, . . . ,n  — 2  h m ( / 2 )  m =  1, . . . ,n  — 3;  i i ( / / n _ 2 )  —  гладкие 
Z i  , . . .  , Z n 

вводятся  тогда,  когда  рассматриваются  следующие  классы  уравнений  геодезических  [6, 7] (в  част­
n( n  — 1) 

a  + T?i(a,  // ) / / 2  +  . . . +  r a _ i , n _ i ( a ,  // )//n_i  = 0, 

/ i  +  2 T i i ( a ,  / / )a/ / i  +  r22(a,  / / )& 2  +  . . . + ^ ^ ( a ,  // )//n_i  = 0, 

/ 2  +  2ra2(a, //)a//2  +  2 r 2 2 ( a ,  / ) / j i / / 2  +  r 3 3 ( a ,  //)/32  +  . . . + ^ ^ ( a ,  / / ) / n _ i  = 0, 

/ 3  + 2 ^ 3  (a,  //)a  //3 + 2Ti3(a,  / / ) / ? i / / 3 + 2 ^ ( a ,  / / ) / / 2 //3 + + I l 4 ( a ,  //)/32 + . . . 

. . .  +  rn_i ,n_i (a , / / ) / /n_ i  = 0 ,  (6) 

/ n _ 2  +  2ra_n2_2(a, //)a//n_2 +  2r n ,__2(a ,  / / ) / ? i / /n_2  + . . . 

. . .  +  2rn_3,n_2(a,  //)//n_3 //n_2  +  r n _ i , n _ i ( a , / / ) / n _ i  = 0, 

/ n _ i  +  2ra__i (a , / / )a / /n_ i  +  2 r n _ _ i ( a , / / ) / j i / / n _ i  +  . . . +  2rn_2,n_i(a,//)/ /n_2  / /n_ i  = 0, 

т.е.  остальные  коэффициенты  связности  равны  нулю. 
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В  случае  (5)  уравнения  (4)  примут  вид 

Zi  =  2Г n_  i  i ( a , / / )  +  D /n_ i ( a )  Z i  Z n  2 r n _ _ i ( a , / )  +  Dgn_2(//i)  / i ( a )Z iZn_i 

2Г n

) _;_ l (a ,в )  + Dhn_3(//2)J /2(a)gi(//i)ziZn_2  — . . . 

2 r n _ 2 n _ i ( a , / )  +  Dii( / /n_2)l  /n_2(a)gn_3(//l)hn_4(//2)  • . . .  •  ri(//n_3)ZlZ2, 

Z2  =  2Г n_ 2 2(a,//)  +  D/n_2(a)  Z 2 Z n  2rn__;2_2(a, //)  +  Dgn_3( / i )  / i(a)Z2Z n_  i 

2rn_3n_2(a ,  //)  +  D r i ( / / n _ 3 )  /n_3(a)gn_4( / / l )hn_5( / /2)  • . . .  • Sl(//n_4)Z2Z3" 

Г n_ 2 

n_  i  n 
i ( a ,  ) 

/ n 2 _ l ( a )  g n _ 2 ( / l )  h n _ 3 ( / 2 )  r 2 ( / n _ 3 )  .2 

/n_2(a)  gn_3( / l )  hn_4(/2)  n_ 3 ) 

i 2 i (  n _ 2 ) Z i 2 , 

(7) 

i r a _ !  =  [ 2 Г ^ ( а ,  (3) +  D / i ( a ) ]  ^ _ ^ г а  ­  T
l

22(a,  (3)  gl((3i)z
2

n_2   

. . .  ­  Г 1 . !  га_!(а,  /?)  д1­2ШК­зШ  • ••••  i\{pn­2)zl, 
/ i ( a ) 

Zn =  r i i / 2 ( a ) Z n _ i  +  r a 2 / 2 2 ( a ) g 2 ( / / i ) z 2  +  . . .  +  Г a _ l ) n _ l / n _ l ( a ) g n _ 2 ( в l ) h n _ з ( в 2 )  • . . .  • i l ( / / n_2 )z 2 , 

здесь  =  dIn  |Q(q)|/dg,  и  уравнения  (6)  почти  всюду  эквивалентны  составной  системе  (5),  (7) 
на  касательном  расслоении  T * M n { z n , . . . ,  z l ;  a,  / l , . . . ,  / n _ l } . 

2n  —  1 
симых  первых  интегралов.  В  нашем  случае  их  нужно  знать  меньше,  что  будет  показано  ниже. 

n(n  — 1)/2 
равенств 

2 r l i ( a , / / )  +  D / i ( a )  +  ^ ( a , / / ) / 2 ( a )  =  0, 

2 ra_n 1 _i (a , / )+  D / n _ l ( a ) + Г a _ l ) n _ l ( a , в ) / n _ l ( a ) g n _ 2 ( A ) ^ ( / 2 )  . . . i 2 ( / / n _ 2 )  =  0, 

[ 2 r 2 2 ( a , / )  +  D g i ( / i ) ]  / 2 ( a )  +  Г22(a, / / ) / 2 ( a ) g 2 ( f t )  =  0, 

(8) 

2 Г n , _ _ l ( a , в )  +  Dgn_2( / i )  / i 2 (a )  +  ^ П ^ ^ , / / ) / 5

2 _ i ( a ) g 2 _ 2 ( / / i ) f c n _ 3 ( / / 2 )  • . . .  • i 2(//n_2)  =  0, 

/ n _ 2 ( a ) g n _ 3 ( / ^ ^ ( А )  • . . .  •  r 2 ( / /n_3)  + 

+  Г n _ 1 ) n _ l ( a , в ) / n _ l ( a ) g n _ 2 ( / / i ) / ^ / ^ ) • . . .  • i 2 ( / /n_2)  =  0, 

то  система  (5),  (7)  имеет  аналитический  первый  интеграл  вида 

$ i ( Z n , . . . ,  Zi)  =  Z 2  +  . . .  +  zn  =  C 2  =  const.  (9) 

На  первый  взгляд  вопрос  наличия  первого  интеграла  достаточно  простого  вида  (9)  не  "заслужи­
вает"  решения  такой  достаточно  сложной  системы  квазилинейных  уравнений  (8)  (которая  содержит, 
вообще  говоря,  уравнения  в  частных  производных,  вырождающиеся  в  обыкновенные).  Можно  даже 
доказывать  отдельную  теорему  существования  решения  Д ( a ) ,  k  =  1 , . . . ,  n — 1, g i ( / i ) ,  l  =  1 , . . . ,  n — 2, 
h m ( / /2) j  m  =  1 , . . . ,  n  — 3,  . . . ,  i i ( / / n _ 2 )  системы  (8)  квазилинейных  уравнений  с  целью  выявления  на­
личия  аналитического  первого  интеграла  (9)  для  системы  (5),  (7)  уравнений  геодезических  (6).  Но 
в  дальнейшем  при  изучении  динамических  систем  с  диссипацией  полная  группа  условий  (8)  нам  не 
потребуется.  Тем  не  менее  в  дальнейшем  будем  предполагать  в  уравнениях  (5)  выполнение  условий 

/ i ( a )  =  . . .  =  / n _ i ( a )  =  /  (a),  (10) 

16  ВМУ,  математика, механика, № 6 

2 Г n _ 2 ) n _ l ( a , в ) +  Dii( / /n_2) 
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при  этом  функции  gz(//i),  l =  1 , . . . ,  n—2,  h m ( / / 2 ) ,  m =  1 , . . . ,  n—3,  . . . , i l ( / n _ 2 )  должны  удовлетворять 
преобразованным  уравнениям  из (8): 

(a,  //) +  D g i ( / / i )  + T ^ a ,  / / )g 2 ( f t )  =  0, 

2 r n ,__ i (a , / / )  +  Dgn_2(//i)  +rn_i ,n_i (a , / / )gn_2(f t i ) /4_з( / /2)  • . . .  • i 2(ftn_2)  =  0, 

2r n _2,n_i(a , / / )  +  Dii(//n_2)gn_3(fti)hn_4(//2)  • . . .  • r 2(//n_3)  + 

+  Г n _1 ) n_l (a ,  / / ) g n _ 2 ( f t i ) / ^ / ^ )  • . . .  • i 2(ftn_2)  =  0. 

Таким  образом,  функции  (fti),  l =  1 , . . . , n  — 2,  h m ( f t ) ,  m  =  1 , . . . , n  — 3,  . . . ,  i l ( / / n _ 2 )  зависят 
/ ( a ) 

П р е д л о ж е н и е  3.  Если  выполнены  условия  (10), (11)  и  при  этом  справедливы  равенства 

r « i ( a , / / )  =  . . . =  r « _ _ i ( a , / / )  = T i ( a ) ,  (12) 

то  система  (5), (7)  имеет  гладкий  первый  интеграл  следующего  вида: 

Ф2(гп­1,  ...,zi;a)  =  \j  z\  + ...  + z
2

n_x  Ф0(а)  = C2  = const,  (13) 

* » ( a )  = /  ( a ) e x p  { 2 / Г ! ( Ь ) 

П р е д л о ж е н и е  4.  Если  выполнены  условия  предложения  3,  а  также 

g i ( f t )  =  . . . =  g n _ 2 ( f t ) =  g ( f t )  (14) 

и  при  этом  справедливы  равенства 

(a,  //)  =  . . .  =  ^ ^ ( a ,  //)  =  Г2( / /1 ),  (15) 

то  система  (5), (7)  имеет  гладкий  первый  интеграл  следующего  вида: 

Ф3(гп­2,...,г1;а,Р1)  =  \jz\  + ...  + z
2

n_2  Ф 0 ( а ) Ф 1 ( / ? 1 )  =  С 3  =  const,  (16) 

=  g ( / i ) e x p  { 2 j  T2(b) db { . 

вк 

Далее  применяем  по индукции  вышеизложенные  рассуждения  и приходим  к следующему  утвер­
ждению. 

. . . 
равенство 

r n _ 1

; n _ i ( a , / / ) = r n _ i ( / / n _ 2 ) ,  (17) 

то  система  (5), (7)  имеет  гладкий  первый  интеграл  следующего  вида: 

Ф П ^ ; a , f t , . . . , / / n _ 2 )  =  z ^ o ( a ) * i ( f t )  • . . .  • *n_2(ftn_2)  =  Cn =  const,  (18) 

*n_2(ftn_2)  =  i(ftn_2)  exp {2 j  Гз(Ь) db { ,  i(ftn_2)  =  il(ftn_2). 

в20 



В Е С Т Н .  М О С К .  У Н ­ Т А .  С Е Р .  1,  М А Т Е М А Т И К А .  М Е Х А Н И К А .  2019.  № 6  33 

. . . 
то  система  (5),  (7)  имеет  первый  интеграл  следующего  вида: 

вп­2 
Cni(b) 

Фп+1(гп­2,...  ,zi;a,  (3)  =  (3n­i  ±  /  db  =  Cn+i  =  const.  (19) 

, L  ^l_^n_2(b)­Cl 

. . . 
висимых  первых  интегралов  системы  (5),  (7)  при  вышеперечисленных  условиях  (то,  что  полный 
набор  состоит  из  n  +  1,  а  не  из  2n  — 1 первых  интегралов,  будет  показано  ниже). 

Вопрос  о  гладкости  первого  интеграла  (18)  не  так  прост.  В  принципе,  он  может  выражать­
ся  через  конечную  комбинацию  элементарных  функций  и  даже  являться  функцией  рациональной. 
Но  поскольку  в  рассматриваемой  динамической  системе  отсутствуют  асимптотические  предельные 
множества,  то  функция  (19)  не  может  быть  трансцендентной  с точки  зрения  комплексного  анализа. 
Действительно,  у  нее  отсутствуют  существенно  особые  точки.  Но  с  точки  зрения  теории  элементар­
ных  функций  она  может  быть  трансцендентной  (см.  также  [8]). 

3.  Уравнения  д в и ж е н и я  в  потенциальном  силовом  поле  и  их  первые  интегралы.  Те¬
. . . 

получим  систему  консервативную.  А  именно  наличие  силового  поля  характеризуется  достаточно 
гладким  коэффициентом  F(a)  во  втором  уравнении  системы  ( 2 0 ) .  Рассматриваемая  система  на  ка­
сательном  расслоении  У  М n { z n , . . . ,  z 1;  a,  ft1,...,  ftn_i}  примет  вид 

a  —  Z n 

Zn  =  F  (a)  + r « i ( a , f t  ) / 2  (a)zn_i  +  Г «  (a,  ft)/2(a)g2  (fti  ) Z 2  +  . . . 

. . .  +  r « _ i ; n _ i ( a , f t ) / 2 ( a ) g 2 ( f t i ) h 2 ( / 2 )  • . . .  • i 2 ( f tn_2)z 2 , 

Zn_i  =  [2Ti(a)  +  D / ( a ) ]  Zn_iZn  — T ^ a ,  ft)/(a)g2(fti)ZЈ_2  —  . . . 

. . .  — r n _ i , n _ i ( a , f t ) / ( a ) g 2 ( f t i ) h 2 ( / 2 )  • . . .  •  i 2 ( f t n _ 2 ) Z 2 , 

Z2 =  [2Ti(a)  +  D / ( a ) ]  Z2Zn  — [2Г2СЗ1) +  Dg(fti)]  /(a)z2Zn_i  —  . . . 

. . .  — [2Tn_2(ftn_3)  +  Dr(ftn_3)]  /(a)g(fti)h(ft2)  • . . .  • s(ftn_4)z2Z3  —  (20) 

— r n _ 2

; n _ i ( a ,  ft)/(a)g(ftiЖ//2)  • . . .  •  r(f tn_3)i 2 (f tn_2)Z 2 , 

Zi  =  [2Ti(a)  +  D / ( a ) ]  ziZn  — [2Г2СЗ1) +  Dg(fti)]  / i ( a )z iZn_i  — 

— [2Гз(/2)  +  Dh(ft2)]  /(a)g(fti)ziZn_2  —  . . . 

. . .  — [2Tn_i(ftn_2)  +  Di(ftn_2)]  /(a)g(fti)h(ft2)  • . . .  •  r(ftn_3)ziZ2, 

//1  =  Zn_i / (a) ,  //2  =  Zn_2/(a)g(fti),  //3  =  Zn_3/(a)g(fti  )h(ft2), 

ftn_i  =  Zi/(a)g(fti)h(ft2)  • . . .  •  i(ftn_2), 

и  она  почти  всюду  эквивалентна  следующей  системе: 

a  +  F  (a)  +  Г«1 (a,  ft)/?2  +  . . .  +  r « _ i ; n _ i ( a ,  //)ftn_i  =  0, 

fti  +  2 r i ( a ) a / / i  +  T 1 2(a,  ft)/?2  +  . . .  +  r n _ i , n _ i ( a ,  ft)/?n_i  =  0, 

/З2  +  2ri(a)ca//2  +  2r2(f t i ) /? i  //2  +  ^ ( a ,  ft)/?2  +  . . .  +  ^ Ц П ^ К  ft)/?n_i  =  0, 

/ з  +  2ri(a)ca//3 +  2r2(fti)/?i //3  +  2Гз(/2 )//2//з  + 

+  T 34(a, ft)/?42 +  . . .  +  rn_ i ,n_ i (a ,  ft)//n_i  =  0, 

/3n_2  +  2ri(a)ca//n_2  +  2 r 2 ( f t i ) / ? i f t n _ 2  +  . . . 

. . .  +  2 Г П _ 2 ( / П _ З ) / / П _ З / / П _ 2  +  r n _ 1 ; n _ i ( a ,  ft)/?n_i  =  0, 

ftn_i  +  2ri(a)ca//n_i  +  2 r 2 ( f t i ) / ? i f t n _ i  +  . . .  +  2rn_i(ftn_2)//n_2//n_i  =  0. 

17  ВМУ,  математика,  механика, №6 
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П р е д л о ж е н и е  7.  Если  выполнены  условия  предложения  2,  то  система  (20)  имеет  гладкий 

первый  интеграл  следующего  вида:  а 

Ф\{гп  ,...,zi;  a)  =  z\  +  ...  +  zn  +  F1(a)  =  С1  =  const,  F1  (a)  =  2 j  F  (b) db.  (21) 

П р е д л о ж е н и е  8.  Если  выполнены  условия,  предложений  3.  I  а  также  предложения  5, 
... 

П р е д л о ж е н и е  9.  Если  выполнены  условия  предложения  6,  то  система  (20)  имеет  первый 

интеграл  вида  (19). 
... 

независимых  первых  интегралов  системы  (20)  при  вышеперечисленных  условиях  (то,  что  полный 
набор  состоит  из  n  +  1,  а  не  из  2n  — 1 первых  интегралов,  будет  показано  ниже). 

Вопрос  о гладкости  первого  интеграла  (19)  по­прежнему  не так  прост.  Поскольку  в  рассматрива­
емой  динамической  системе  даже  при  наличии  гладкого  консервативного  силового  поля  отсутствуют 
асимптотические  предельные  множества,  то  функция  (19)  не  может  быть  трансцендентной  с  точки 
зрения  комплексного  анализа  (у  нее  отсутствуют  существенно  особые  точки).  Но  с  точки  зрения 
теории  элементарных  функций  она  может  быть  трансцендентной  (см.  также  [8]). 

4.  Уравнения  д в и ж е н и я  в  силовом  поле  с  диссипацией  и  их  первые  интегралы.  Те­
перь  усложним  систему  (20)  и получим  систему  с диссипацией.  А именно  наличие  диссипации  (вооб­
ще  говоря,  знакопеременной)  характеризуется  достаточно  гладким  коэффициентом  b5(a)  в  первом 
уравнении  следующей  системы: 

а  =  —zn  +  bS(a), 

in  =  F  (a)+T"l(a,f3  )f
2
  (a)z

2

ri_l  +  Г" 2 (a,0)f
  2

(a)g
2

  (0i  )z 2  +  . . . 

. . .  +  Г " _ 1 > п _ 1 ( а , 0 ) f
2

( a ) g
2

( 0 i ) h
2

0 )  • . . .  •  i
2

(0n_2)z\, 

z n ­ i  =  [2Г1(а)  +  Df  (a)]  zn­Hn  — Г ^ ( а ,  0)f  (a)g
2

  (0i)z^_2  — •  •• 

• •• — Г Г ­ Ц П ­ ! ^ , 0 ) f ( a ) g
2

( 0 i ) h
2

( 0 2 )  •• ••  •  i
2

(en_2)zi, 

h  =  [2Г1(а)  +  Df  (a)]  z2zn  — [2Г2(01)  +  Dg(0i)]  f  (a)z2  zn_i  — •  •• 

. . .  — [2ГП_2(РП_З)  +  Dr(pn_3)]  f(a)g(0i)h(02)  • •••  •  З(0П_4^З  —  (22) 

— К^т­^а,  0)f  (a)g(0i  )h(fc)  • •  ••  •  r(0n_3)i
2

(0n_2)zl 

zi  =  [2Г1(а)  +  Df  (a)]  nzn  — [2Г2Ф1)  +  Dg(0i)]  fi(a)zizn_i  — 

— [2Г3(02)  +  Dh(02)]  f(a)g(0i)zizn_2  — •  •• 

...  — [2Tn_i(0n_2)  +  Di(0n_2)]  f(a)g(0i)h(02)  • •••  •  r ^ n ­ s ^ , 

0i  =  zn_if  (a),  02  =  zn_2f  (a)g(0i),  0з  =  zn_sf  (a)g(0i  )h(02), 

0n_i  =  zif(a)g(0i)h(02)  • •••  •  i(0n_2), 

которая  почти  всюду  эквивалентна  системе 

a  — ba 5' (a)  +  F  (a)  +  (a,  0)0\  +  ...  + Г^п­М  0)0l_i  =  0, 

01  — b0i5(a)W  (a)  +  2Ti(a)a0i  + T^a,  0)0
2

  +  ...  +  Tn_i>n_i(a,  0 )0
2

n_i  =  0, 

02  — bf025(a)W  (a)  +  2Г1(СС)СС02  +  2Г2(01)0102  + 

+  ^ ( a ,  0 )fi
2

  +  ...  +  ГГ­Щ­М  0)fil_i  =  0, 

03  — b0s5(a)W  (a)  +  2Гl(a)a0з  +  2Г2(01)010з  +  2ГзШ020з  + 

+  Г
3з

4(a,0)0
2

  +  ...  +  Г n­^n­^a,  0)0l_i  =  0, 

0n_2  — b0n_25(a)W  (a)  +  2Гl(a)d0n_2  +  2^(01)010n_2  + 
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...  +2ГП_2(0П_З)0П_З  0n_2  +Г
n

_ln_l(a,0)0rn_l  = 0, 

0n_i  — b0n_i5(a)W  (a)  + 2Г1(а)а0п_1  + 2Г2(01)  fii0n_i  + ••• 

— ^ +
  2 Г

  n_1
(0

n_2
)0

n_2
0

n_1  =
  00, 

здесь  W  (a)  =  2Г!(С)  + Df  (a). 

2n 

Г"1(С,  0)  = Г"2  (a,  0)g
2

  (01)  =  ...  = Г"_щ_1(а,  0)g
2

(01  )h
2

  0 )  ••• = Г^а).  (23) 

f(a) 

образованному  первому  равенству  из (8): 

214(a)  +  d l D ' ^ ( a ) l  +  Tn(a)f
2

(a)  ЕЕ 0.  (24) 

2n— 1 

первых  интегралов.  Однако  после  замены  переменных 

wn  =  zn,  Wn­i  =  \/z
2

  +  ...  + z
2

_ v  Wn­2  =  J^, 

z­з  zn_i 

Wn­3  =  ,  0  •  •  •  ,  Wi  = 
/ z 2

  + 4  Jz
2

  + ...  +  z
n

_
2 

система  (22) распадается  следующим  образом: 

w n_1  = 

a  = —wn +  b5(a), 

Wn =  F  (a)  + Гn(a)f
  2

(a)wn  _i, 

d In  \f  (a 
2Г1(а)  + 

da 

(25) 

Wn_iWn; 

ws  = ±wn.1^l  + w
2

f(a)...  [2TS+1(0S)  +  Dj(p8)], 

l  : ^ Ц / ( п ) . . . .  *  I  „  2:  ( 2 6> 
л/1  + wj 

w 

/?„_!  = ±  .
  n

~
l

  f(a)g(01)h(02)  ' • • • ' i(j3n­2),  (27) 

\J
l

+
W

l­2 

где в системе  (26) символом  " . . ." показаны  одинаковые  члены,  а функция  j(0s)  — одна  из  функций 
g, h,...,  зависящая  от соответствующего  угла  0s. 

Видно, что для  полной  интегрируемости  системы  (25)­(27) достаточно  указать  два  независимых 
первых  интеграла  системы  (25) — по одному для систем  (26) (меняя  в них  независимые  переменные; 

n  — 2 

n+1 

Теорема.  Пусть  для  некоторых  к,  \  € R  выполняются  равенства 

Tn(a)f
2

(a)  =  « ^  In\5(а)\,  F(a)  = \ j ­ ^ .  (28) 

n+1 

мых,  вообще  говоря,  трансцендентных  первых  интегралов. 

Для  начала  сопоставим  системе  третьего  порядка  (25) неавтономную  систему  второго  порядка: 

dwn  =  F(a)+Tn(a)f
2

(a)w
2

_1  dwn­i  =  [2Ti(g)  +  Df(a)]wn­iwn 

da  —wn + Ъ5(а)  '  da  —wn +  Ъ5(а) 

18 ВМУ,  математика,  механика,  № 6 
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Далее,  введя  однородные  переменные  по формулам  wn  = un5(a),  w n ­ 1  = un­15(a),  представим 
систему  (29) в следующему  виде: 

,  dun  Fз(a)  +Гn(a)f
2

(a)5(a)u
2

1  + 5'(a)un  —  b5'(a)u 

о (a 

5(a) 

da  —un + b 

dun_i  ^ n ^ f
  2

(a)5(a)un_i  Un +  5'(a) 
U

n_1
U

n  — b5  (a)un 

(30) 

da  — un  + b 

F3(a)  = 
5(a) 

А  с учетом  условий  (28) система  (30) приводится  к  уравнению  первого  порядка 

dun  А +  ки
2

1_1  + и
2

п  ­  Ьип   

dun­i  (1 ­  n)un­iun  ­  bun  ' 
(31) 

Уравнение  (31) имеет  вид уравнения  Абеля  [9]. В частности,  при к =  —1 оно имеет  следующий 
первый  интеграл: 

"
l

n_1 un  + un_1  — bun +  A 

un_i 

который  в  прежних  переменных  выглядит  так: 

=  С1  = const,  (32) 

п  ,  л  п  (  wn  Wn­Л  wj  + w
2

n_x  ­  bwn5(a)  +  X5
2

(a) 
®i{wn,wn­i;a)  = Gi  ­j­­,  T­—  =  j —  = C\  = const.  (33) 

\5(a)  5(a)  J  wn­15(a) 

Далее,  найдем  явный  вид дополнительного  первого  интеграла  системы  третьего  порядка  (25) 
при  к  =  — 1.  Для  этого  преобразуем  инвариантное  соотношение  (32)  при  un_i  =  0  следующим 
образом: 

b V
  (

  Ci\
2

  b
2

  + С
2

  Х 

Видно,  что параметры  данного  инвариантного  соотношения  удовлетворяют  условию 

b
2

  + С
2

  — 4A > 0,  (35) 

тогда  фазовое  пространство  системы  (21)  расслаивается  на  семейство  поверхностей,  задаваемых 
равенством  (34). 

к  =  —1 

5(a)  dun  2(X­bun  + ul)­CiUi(Ci,un)  T J I n  \  1  , n  ,  rz~2  ~77~2  Г  TT7­, 

W)  l b  =  ^UnTb  '  U l

^
U n )

  =  2
{ C l ±

  V
C

*  ~
  A { U I

  ~
  Ы п  +  Л ) }

' 

при  этом  постоянная  интегрирования  Ci  выбирается  из условия  (35). 
Тогда  дополнительный  первый  интеграл  для системы  (25) будет  иметь  следующий  структурный 

вид: 

@2(wn,wn­i]a)  = G2  [5(a),  )  =  С 2  =  const  (36) 
5(a)  5(a) 

к  =  —1 

( b  —  u

n
)  d u

n
  w 

ln|#(a)l  =  /  — — ;  — т ; — ^ т т т — — / ^ о  „  о  ,  .  и

п  = 
n 

2(Л ­  Ьип  + и
2

)  ­  C i { C i  ±  л/С
2

  ­  4(и
2

  ­  Ьип  +  Л)}/2 '  5(a)' 

При  этом  после  взятия  этого  интеграла  вместо  Ci  можно  подставить  равенство  (33). Правая  часть 
данного  равенства  выражается  через  конечную  комбинацию  элементарных  функций,  а  левая  — в 

5(a) 

комбинацию  элементарных  функций  зависит  не только  от квадратур,  но и от явного  вида  функции 
5(a) 
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Первые  интегралы  для систем  (26) запишутся  следующим  образом: 

л/l  +  W
2 

@s+2(
w

s]  Ps)  =  т  , 0  * = Cs+2  = const,  s =  1 , . . . , п  ­  2  (37) 

(о функциях  ФДДз),  s =  1 , . . . , n — 2, см. (16), . . . , а также  (18)). А дополнительный  первый  интеграл, 
"привязывающий"  уравнение  (27), находится  по аналогии  с (19): 

вп­2 

/

С  i(b) 
,  db = Cn+i  = const, 

,n_20  yJcLM­M­c* 

при  этом  после  взятия  последнего  интеграла  вместо  постоянных  C n ­ \ ,  Cn  можно  подставить  соот­
ветствующие  левые  части  равенства  (37). 

5.  З а м е ч а н и я  о  структуре  первых  интегралов  систем  с  диссипацией .  Если  а  — перио­
дическая  координата  периода  2тт,  то система  (25)  становится  динамической  системой,  обладающей 
переменной  диссипацией  с нулевым  средним  [1­5].  При b =  0 она превращается  в систему  консерва­
тивную,  которая  обладает  двумя  гладкими  первыми  интегралами  вида  (21), (13). В силу  (28) 

а 

Ф1(гп,...,г1;  а )  =  z 2  +  . . . +  zЈ + 2 J  F  (b) db ^  w
2

n  + w
2

n­l  +  Х5
2

(а),  (38) 

ао 

где  " = " означает  равенство  с  точностью  до  аддитивной  постоянной.  При  этом  ввиду  (24)  и  (28) 
имеем 

Ф2(гп­1,  ...,zi;a)  =  ^  z\  + ...  + z
2

n_x  f(a)  exp  < 2  /  Ti(b)  db \  = wn­i5(a)  = C2  = const,  (39) 

а о 

где  =  означает  равенство  с точностью  уже до мультипликативной  постоянной. 
Очевидно,  что отношение  двух  первых  интегралов  (38),  (39)  (или (21),  (13))  также  является 

b =  0  b =  0 

w
2

n  + w
2

n ­ 1  — bwn5(a)  + \5
2

(а)  (40) 

и  (39)  по  отдельности  не  является  первым  интегралом  системы  (25).  Однако  отношение  функ­
ций  (40), (39) является  первым  интегралом  системы  (25)  (при к =  — 1) при люб ом b. 

Вообще  же для  систем  с  диссипацией  трансцендентность  функций  (в  смысле  наличия  суще­
ственно  особых  точек)  как первых  интегралов  обусловлена  имеющимися  в системе  притягивающими 
или  отталкивающими  предельными  множествами [10]. 

6.  Некоторые  п р и л о ж е н и я .  По аналогии  с маломерными  случаями  выделим  два существен­
ных  случая  для функции  f  (а),  определяющей  метрику  на  сфере: 

Ј(  \  cos а 

/ а  =  ,  41 
sin  а 

/ ( а )  =  •  (42) 
cos а  sin  а 

Случай  (41)  формирует  класс  систем,  соответствующих  движению  динамически  симметрич­
(n  +  1) 

в  неконсервативном  поле  сил  [11]. Случай  (42)  формирует  класс  систем,  соответствующих  движе­
n 

В  частности,  при  5(а)  =  F ( а )  =  0  рассматриваемая  система  описывает  геодезический  поток  на 
n­мерной  сфере.  В  случае  (41)  если  5(а)  =  F ( а ) / c o s  а,  то  система  описывает  движение  (n + 1)­
мерного  твердого  тела  в  силовом  поле  F ( а ) под действием  следящей  силы  [11]. В  частности,  если 
F ( а )  =  sin а cos а  5(а) =  sin а,  то система  описывает  также  обобщенный  (n +  1)­мерный  сфериче­
ский  маятник  в  неконсервативном  поле  сил и  обладает  полным  набором  трансцендентных  первых 
интегралов,  выражающихся  через  конечную  комбинацию  элементарных  функций [2]. 
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5(а) 
системой,  обладающей  переменной  диссипацией  с  ненулевым  средним  (т.е. она является  собствен­
но  диссипативной,  или  системой  с  разгоняющими  силами).  Тем  не  менее  и  в  этом  случае  можно 
получить  явный  вид трансцендентных  первых  интегралов,  выражающихся  через  конечную  комби­
нацию  элементарных  функций.  Последнее  также  представляет  собой  новый  нетривиальный  случай 
интегрируемости  диссипативных  систем  в  явном  виде. 
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В Ы Т Е С Н Е Н И Е  Н Е Ф Т И  С М Е С Ь Ю  Г А З О В 
И  В О Д Ы  С  Т Е П Л О В Ы Д Е Л Е Н И Е М 

Д .  И.  Р о м а н о в а 1 ,  В . Р.  Д у ш и н 2 ,  В . Ф.  Н и к и т и н 3 

В  статье  приводятся  результаты  численного  моделирования  термогазового  вытесне­
ния  нефти из пористого коллектора.  Вытеснение  производится  посредством  нагретой  сме­
си  газа  и  воды.  Закачиваемый  газ — двухкомпонентный,  состоит  из  азота  и  кислорода. 
В  процессе  реакции  выделяются  тепло,  углекислый  газ и водяной  пар.  В результате  теп­
ловыделения  вязкость  нефти  снижается  и процесс  вытеснения  ускоряется. 

Ключевые  слова:  термогазовый  метод,  вытеснение  нефти,  пористая  среда,  трехфаз­
ный  поток. 

The paper presents the results of numerical modeling of thermogas displacement  of oil  from 
a  porous  reservoir.  In this  method,  displacement  is performed  by means of a heated  mixture 
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of  gas  and  water. The  injected  gas  is  a  two­component  gas  consisting  of nitrogen  and  oxygen. 
During  the  reaction,  heat,  carbon  dioxide  and  water  vapor  are  released.  As  a  result  of heat 
release, the  viscosity of oil decreases and  the  displacement process accelerates. 

Key  words: thermogas method,  oil displacement, porous medium, three­phase flow. 

1.  В в е д е н и е .  Метод  термогазового  вытеснения  нефти  [1], рассмотренный  в  настоящей  работе, 
используется  для  повышения  нефтеотдачи  пласта.  Он  заключается  в  том,  что  в  нагнетательную 
скважину  подается  нагретая  смесь  воды  и  газа.  Газ  —  это  смесь  азота  и  кислорода,  в  частности 
воздух.  Нагретый  кислород  вступает  в  реакцию  с  углеводородом,  в  результате  чего  происходит  его 
окисление  с  выделением  тепла,  образуются  углекислый  газ  и  водяной  пар.  Температура  флюида 
повышается,  а  вязкость  падает,  тем  самым  ускоряется  процесс  вытеснения  нефти  из  пласта. 

Для  описания  процесса  вытеснения  используется  трехфазная  модель  флюида  в  пористой  среде. 
Три  фазы  — вода,  нефть  и  газ  — не  смешиваются,  имеют  единую  температуру  и  различное  дав­
ление;  разность  давлений  фаз  характеризуется  капиллярными  давлениями.  Среда,  внутри  которой 
залегает  нефть,  пористая  с пористостью  ф =  0.2.  Движение  флюида  в  такой  среде  называется  филь­
трационным  и  описывается  уравнениями  Дарси.  Скелет  имеет  отличную  от  флюида  температуру, 
и  тем  самым  модель  пористой  среды  является  двухтемпературной. 

2.  Математическая  модель.  Процесс  вытеснения  нефти  из  пласта  описывается  законами 
сохранения  массы,  количества  движения  и  энергии.  После  необходимых  преобразований  из  выше­
перечисленных  общих  законов  получается  система  из  десяти  уравнений:  семь  уравнений  баланса 
массы  (для  трех  фаз  и  четырех  компонентов  газовой  фазы) ,  уравнение  для  давления,  уравнение 
для  температуры  потока  и  уравнение  для  температуры  скелета.  Выпишем  их  в  соответствующем 
порядке: 

дряЧФ  |  у7  /  \  •  дУрзРдвдф 

—  Ь  V  •  (pgWg)  =  ГПд,  —  Ь  V  •  (Y02pgWg)  = 

—^  V V  • (pwww)  =  mw,  9t  (
Y

o2Pg
w

g)  =
  m

o 2 , 

— ^  h  V  •  (poWo)  =  m0,  d t ~  ' '  G

°
2 p g W g

)
  =  m c ° 2 > 

d Y H 2 O ( g ) p g  s g  ф  +  V  •  ( Y H2O(g)PgWg)  =  f H 2 O ( g ) > 

i=w,o,g  \i=w,o,g  J 

дфрЕ  +  v  ^ н  =  _ v  q  +  Qr  +  Q^ 

d(1  — ф ) р 5 Е 5 

=  —V •  q s  —  Qs. 

Здесь  Si — объемная  доля  каждой  из фаз  в потоке;  Wi — средняя  скорость  фильтрации  фазы,  индекс  i 
показывает  фазу:  w — жидкая  водная  фаза  (water),  o — углеводородная  фаза  или  нефтяная  (oil),  g — 
газообразная  фаза  (gas).  Так  как  газовая  фаза  состоит  из  нескольких  компонентов,  концентрация 
которых  важна  для  расчета  параметров  задачи,  вводятся  массовые  доли  компонентов  газовой  смеси 
Yj,  j  =  N 2 , O 2 ,  CO 2 ,  H 2 O(g).  Далее  fnk  —  скорость  притока  массы  в  соответствующие  фазу  или 
компонент;  pk  — плотность;  к  —  проницаемость;  kri  —  относительная  проницаемость  фазы;  pi  — 

фазовое  давление;  pi  — вязкость;  E  — тепловая  энергия  флюида;  Es  — тепловая  энергия  скелета; 
H  —  ^^^альпия;  q  —  приток  тепла  к  флюиду;  q s  —  приток  тепла  к  скелету;  Q r  —  поток  тепла, 

Q s 

В  данных  уравнениях  использовались  следующие  обозначения: 
Pi  =  Pi(p, T)  —  плотности  фаз ,  линейно  зависящие  от  общей  функции  давления  и  обратно 

пропорциональные  температуре: 

_  P 0H2O  +  a ­ H 2 2 O  ( Р  —  Р 0 )  _  P 0 c „ H m  +  a ­ c 2

n n m

  ( P  —  P 0 ) 

1 +  0W  (T  — To)  '
  f U  1 +  во(Т  —  To) 

P  (  Y N 2  ,  Y O 2  ,  Y C O 2  ,  Y H 2 O ( g A  ­ 1 

Р я

  RT  \WN2

  +

  Wo2

  +

  WCo2

  +

  WH2o 
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P 0 H 2 O  =  998  к г / м 3 ,  P 0 C n H M  =  850  к г / м 3  (с  учетом  формулы  углеводорода  CsHis)  — плотности 
при  опорных  условиях; 

а

0 н 2 о  =  1400 м/с, a 0 C n H m  =  1300  м/с — скорости  звука; 

Р0  =  106  Па — давление  при опорных  условиях; 

T 0  =  400 
вад =  0.0011  1/К, в о  =  0.0008701  1/К — коэффициенты  объемного  расширения  за  счет  тепла; 
R  =  8.314  Д ж Д м о л ь  • К) — универсальная  газовая  постоянная; 
W N 2  =  0.02801 кг/моль,  W O 2  =  0.032 кг/моль,  W C O 2  =  0.04401 кг/моль,  W H 2 O  =  0.01802  кг/моль­

молярные  массы  соответствующих  веществ. 
Вязкость  фазы  воды  p w  вычисляется  по формуле  [2, с. 36, формула  1­53] 

=  9 • 10~6  Т 2  ­  0.03  Т  ­  8.3, 

• 
900 

Для  вычисления  вязкости  углеводородной  фазы  p o  используем  соотношение  [2, с. 34,  формула 
1.50] 

(T°  273 
^  г и ^ , г ,  —  vv­  —  •  ­  —  /  Т

­
2 7 3 Л б

  )  ­ 6 ­  Ю ­ 7 ) , 

кинематическая  вязкость  нефти  (CsHis)  v 0  при температуре  T 0  =  243.15  К  составляет  0.001 м 2 / с . 
Вязкость  газовой  фазы  p g  находится  из  соотношения  Аррениуса [3]: 

Pg  =  (PN2) X N 2  • (PO2) X O 2  • (PCO2) X C O 2  • ( p H 2 O ( g ) ) X H 2 O ( g )  , 

Yi/Wi 

где  Xi =  y^ Y­/W­  — мольная  доля  соответствующего  вещества. 
i 

Вязкости  компонентов  газовой  фазы  вычислялись  по формуле  Сазерленда [3]: 

Тощ  +  C N 2  (  Т  ~\
3

^
2  _  Трр 2  +  С р 2  /  Т  ^

  3

^
2 ^ N 2  —  № N 2  rp  .  П  7р  )  Р 0 2  —  Р 0 О 2  rp  .  П  I  rp 

T  +  ^ N 2  \ T 0 N 2 /  T  +  V T 0 0 
T 0 C O 2  +  CC02  /  T  \ 3 / 2  T 0 H 2 O ( g )  +  CH2  o ( g )  /  T  \ 3 / 2 

PCO2  ­  POCO2  rp  ,  n  7f  ,  Р Н 2 С % )  ­  P 0 H 2 O ( g )  rp  ,  n  yrp 
T  +  bcO2  V T 0 C 0 2 /  T  +  ^H2O(g)  VT0H2O(g) 

Для  расчета  были  использованы  следующие  коэффициенты: 
P0 N 2  =  17.81 • 1 0 ­ 6  Па • с,  C N 2 =  111 К,  T 0 N 2  =  300.55  К, 

P0 O 2  =  20.18  • 1 0 ­ 6  Па • с, CO 2 =  127 К,  T 0 O 2  =  292.25  К, 
­6 P0CO 2  =  14.8 • 1 0 ­ 6  Па •с,  CC02  =  240 К,  T0CO 2  =  293.15  К, 

P 0 H 2 o ( g )  =  18  • 1 0 ­ 6  Па  • с,  C H 2 o ( g )  =  0  К  ,  T0H 2 O  =  330  К. 

Для  относительных  проницаемостей,  характеризующих  способность  одной  фазы  протекать че­
рез  другую,  рассмотрена  модель  Бэкера  [4]: 

(̂ O Sor)krWO-\- (Sg Sgr)krWg ^  (SW S w r ) k r O W ~\~ (S g Sgr)kr0g ^  (SW S w r ) kfgW ~\~ (SQ Sryr^jkfgo 

( s o — s o r )  +  ( s g — s g r )  ( s w — s w r )  +  ( s g — s gr )  ( s w — s w r )  +  ( s o —  s or ) 

Здесь  s w r  =  0.15  s g r  =  0,  s o r  =  0.2  — остаточные  насыщенности  фаз; k r i j  — относительные  прони­
цаемости  в  соответствующих  двухфазных  потоках,  рассчитываемые  по модели  Брукса­Кори  [5,  6]: 

krog(so) — ( S 0 ) , k r g o ( s 0 ) —  (1 S 0 )  (1 ( S 0 ) ) , S 0 — ^ 

or  —  w r 

krwo(sw)  —  j k r o w ( s w )  — (1  <§ги)  (1  (*5*г«)  )) S w — 

s o 

s w  s w 
1  —  s wr  —  sgr 

krwg($w) — { S w )  j k r g w ( s w ) —  (1 S w )  (1 { S w ) ) , S w — _^ 

wr  —  or 
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Капиллярное  давление  аппроксимируется  моделью  Кори: 

P  = c  S ­ а  P  = c  S ­ а 

1
  cow  — cw S

w

  ,  1  cog  — c g S g  j 
где Si — нормированные  насыщенности,  определяемые  соотношениями 

Q S w Sn 

1  —  sorw  1  —  sorg 

Здесь c w =  5.5  • 104  Па, cg =  1 Па — капиллярное  давление  при  максимальной  насыщенности  (si = 1); 
a  = 0.5 — коэффициент  капиллярного  давления,  зависящий  от размера  пор; s o r w  = 0.3 s o r g  = 0.3  — 
остаточные  насыщенности  в системах  "нефть­вода"и  "нефть­газ". 

Выражения  для  вычисления  скоростей  фильтрации  фаз  запишем  в виде 

k k r w  Г,­,  ,  /  M w  л \
  d Pcow  ,  / M g  1  d Pcog 

=

  —  V
p +

b r ­
1

)  * 7 V s " + Ы ^ 7 V S s 

k k r w  f,­,  ,  I
 M w \  d Pcow  ,  /  M g  1  d Pcog 

W o  = —  iVp  +  Ы  ^ T V S w  +  Ы  ^ 7 V S Ј 

Pi  .  ^ 
i=w,o,g 

Здесь  k = 1 0 ­ 1 4 м 2 — проницаемость,  характеризующая  способность  пористого  скелета  пропускать 
через  себя  жидкость; в фигурных  скобках  указан  градиент  фазового  давления,  который  разложен на 
слагаемые  таким  образом,  чтобы в результирующем  уравнении  для  давления  при  введении  среднего 

p 
Тепловая  энергия  флюида 

фpE = фpwSwCwT + фpoSoCoT + фpgSg  ^  (cy  Yj) T. 

j = N 2 , 0 2 ) C 0 2 , H 2 0 ( g ) 

Здесь c w = 4180.6 Дж/ (кг •К) ; c o =  1800  Д ж / ( к г К ) ;  c y N 2  =  1040  Д ж / ( к г К ) ;  c y 0 2  = 918  Д ж / ( к г К ) ; 
cyCO 2  = 820  Д ж / ( к г  • К);  c y H 2 o ( g )  = 2078.4 Д ж / ( к г  • К) — удельные  теплоемкости,  в случае  газов — 

T 
Тепловая  энергия  скелета 

PsEs = PscsTs,  cs = 1000  / (  •  ),  Ps = 2000  /  3 . 

Энтальпия  флюида  (сумма  тепловой  энергии  и работы  сил  давления) 

p w H  = pwWwcwT + poWocoT + pgWg  У2  (cpj Yj) T. 
j = N 2 , 0 2 , C 0 2 , H 2 0 ( g ) 

Теплоемкости  газов  при  постоянном  давлении  вычисляются  по формуле 

cpj  = cyj • Yj,  j  = N2, O2, CO2, H2O(g), 

где  Y N 2  = 1.4 YO 2 = 1.4  YCO 2  = 1.35  Y H 2 o ( g )  = 1.3 — показатели  адиабаты. 
Химическая  энергия 

Qr  =  — m w hw  —  f f oh°° —  ^  m j  h 0 , 
j = N 2 , 0 2 ) C 0 2 , H 2 0 ( g ) 

где  hw =  —285.8 • 103 Д ж / к г ;  ho =  —249.95 • 103 Д ж / к г ;  h N 2  = 0 Д ж / к г ;  h 0 2  = 0 Д ж / к г ;  h C 0 2   

—393.5 • 103 Д ж / к г ;  h H 2 o ( g )  = —241.8 • 103 Д ж / к г  — удельные  энтальпии  образования. 
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Потоки  энергии,  полученные  за  счет  теплопроводности  во  флюиде  и  скелете,  соответственно 
имеют вид 

V  • q =  V  • (—фх/VT)  =  V  •  (  — ф  SiKiVT j  ,  V  • qs  =  V  • ( — (1  — ф ) ^ ^ , 
у  i=w,o,g  J 

где x w  =  0.55 Вт/(К•м);  x o  =  0.128 Вт/(К•м);  x g  =  0.05 Вт/(К•м);  x s  =  2 Вт/(К•м)  — коэффициенты 
теплопроводности. 

Приток  тепла  от  скелета 

Qs  =  C(Ts — T) ,  C  =  1 1 0 0 Д ж / ( с  • м 3  К) . 

В  скважину  закачивается  смесь  азота  и кислорода.  Предполагается  следующая  реакция: 

CsH18  +  V O2 ­>• V1CO2  +  V2H2O(g)  +  V2H2O. 

Баланс  устанавливается  при следующих  стехиометрических  коэффициентах: 

v  =  12.5;  V1 = 8 ;  V2 =  4.5. 

Скорость  реакции 
/ p  \  v* 

ш =  K(T)(S0 - Sor){Sg  ­  sgr)Yo2  —  , 
p * 

где p* = 2  • 10 7 Па;  v* =  1;  K ( T ) — коэффициент  скорости  реакции,  определяемый  по закону  Аррени­
уса  [7]: 

[0 ,  T < T r ; 

<
Т

)  =  {  та 

[Ае­^,  Т^ТГ. 

Здесь  Л  =  50000  моль / (м 3  •  с)  — частотный  фактор;  T a  =  402К  — температура  активации;  T r  = 
408 

Получаем  следующие  выражения  для скорости  зарождения  массы  фаз и  компонентов: 

f  w  =  фй  V 2 W H 2 O ,  f f  N 2  =  0, 

fn  o  =  —фи;  W C 8 H 1 8  ,  f f  O 2  =  — фй  V W O 2  , 

ffg  =  f f  N 2  +  f f  0 2  +  f f  C 0 2  +  f f  H 2 0 ( g ) ,  f f  C 0 2  =  фйV1WCO 2  , 

E  f f  i  =  0,  f f  H 2 o ( g )  =  фй  V2WH2O. 

i=o,w,g 

Здесь  Wi —  соответствующие  молярные  массы:  W H 2 O  =  0.01802  кг/моль;  W C O 2  =  0.04401  кг/моль; 
W 0 2  =  0.032  кг/моль;  W N 2  =  0.02801 кг/моль;  W C 8 H l 8  =  0.11423  кг/моль. 

3.  Начальные  и  граничные  условия.  Решается  плоская  задача,  область  квадратная  500 х 
500  2 

Во  всех  ячейках  расчетной  области  в  начальный  момент  времени  выставляются  следующие 
начальные  значения  параметров: 

p  =  2 • 107 Па; 
s w  =  0 . 3  s o  =  0 . 7  s g  =  0 

Y N 2  =  0  Y 0 2  =  0  Y C 0 2  =  0  Y H 2 0 ( g )  =  1 

T  =  400°K,  T s  =  400°K. 
Граничные  условия: 
границы  области  — твердые  стенки; 
в  центре  ­  нагнетательная  скважина:  p  =  3 • 107  Па; T  =  800°К;  Sw =  0.4  So =  0.2  Sg =  0.4; 
=  0.78  Y02  =  0.22  YCO2  =  0  YH20(g)  =  0; 

p  =  107 

4.  Результаты.  Проведено  численное  моделирование  термогазового  воздействия  на  нефтяной 
пласт  при вытеснении  из него  нефти.  Рассчитаны  следующие  процессы:  межфазный  переход  массы 
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Рис.  1. Дебит  нефти добывающей скважины в кубо­
метрах  в сутки  на метр  мощности  пласта:  1 — тер­

могазовое вытеснение;  2 — простое  вытеснение 

400 

за  счет  химической  реакции,  выделение  энер­
гии  в  процессе  химической  реакции,  тепло­
проводность,  теплообмен  между  скелетом  и 
флюидом,  конвективный  приток  тепла,  дина­
мика вытеснения  фаз.  Получены  поля  распре­
деленных  параметров  (насыщенности  флюи­
да  фазами,  концентрации  компонентов  газо­
вой  фазы,  давление,  температура  флюида, 
температура  скелета)  во все моменты  време­
ни.  По ним построены  график  дебита  нефти 
добывающей  скважины  (рис. 1), график  сум­
марного  объема  вытесненной  нефти  (рис. 2), 
график  насыщенности  флюида  фазами  вдоль 
отрезка  от  нагнетательной  скважины  до до­
бывающей  (рис.  3). В силу  симметрии  задачи 
графики  построены для одной  из четырех до­
бывающих  скважин. 

Из  рис. 1 и 2 видно,  что при использова­
нии  термогазового  метода  с  исследованными 
параметрами  объем  вытесненной  нефти  спу­
стя  год  работы  скважины  увеличивается  на 
10.6%.  Дебит  нефти  добывающей  скважины 
на  365­й  день  превышает  на  19%  аналогич­
ное  значение  для простого  вытеснения.  Так­
же  расчеты  показывают,  что объем  вытеснен­
ного  флюида  (нефти,  воды  и  газа  в  сумме) 
увеличивается  на  13%. Дальнейшее  повыше­
ние  нефтеотдачи  пласта  в  данной  постанов­
ке невозможно,  так как количество  прореаги­
ровавших  углеводородов  становится  слишком 
большим и дает  отрицательный  прирост  деби­
та  нефти  относительно  простого  вытеснения 
даже  на  ранних  этапах  добычи.  Повышение 
интенсивности  вытеснения  зависит  от  харак­
тера  протекающих  химических  реакций  и  со­
става  закачиваемой  смеси. 

Из рис. 3 видно, что при вытеснении  жид­
ких  углеводородов  с применением  термогазо­
вого  метода  можно  выделить  два фронта вы­
теснения.  Первый,  наиболее  быстро  переме­
щающийся  фронт  возникает  под  действием 
просачивающегося  газа.  При  этом  вытесняет­
ся  около  5% углеводородов.  Второй,  медлен­
ный фронт  вытеснения  углеводородов  смесью 
нагретых  воды и газа  приводит  к вытеснению 
60­65% углеводородов  из  пласта. 

5.  В ы в о д ы .  При использовании  термо­
газового  метода  объем  вытесненной  нефти  за 
единицу  времени  увеличивается,  что обуслов­
лено  характером  и  скоростью  протекающих 
реакций  и составом  закачиваемой  смеси. При 
вытеснении  жидких  углеводородов с помощью 
термогазового  метода выделяются два фронта  вытеснения — быстрый и медленный.  Быстрый  фронт 
характеризуется  малым  процентом  вытеснения,  большая  часть  флюида  вытесняется  в режиме  мед­
ленного  фронта. 

Работа  выполнена  при частичной  поддержке  РФФИ  (грант  № 17­08­01032). 
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Рис.  2. Суммарный  объем  вытесненной  нефти  в ку­
бометрах  на  метр  мощности  пласта:  1  — термога­

зовое вытеснение;  2 — простое  вытеснение 
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Рис.  3. Насыщенность  потока  фазами  нефти  и  газа 
вдоль  отрезка  от нагнетающей  скважины  до добы­
вающей: 1 — 0­й день; 2 — 73­й; 3 — 146­й; 4 — 219­й; 

g  — 292­й; 6 — 365­й  день 
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О Б  И Н Е Р Ц И А Л Ь Н Ы Х  С И С Т Е М А Х  О Т С Ч Е Т А 
Д Л Я  П О Д С И С Т Е М  Д Е Ф О Р М И Р У Е М Ы Х  Т Е Л 

Г. Л .  Б р о в к о 1 

В  рамках  классической  механики  сплошной  среды  в  предположении,  что  некоторая 
система  отсчета  является  инерциальной  для некоторой  совокупности  движущихся  и  вза­
имодействующих  тел  (большой  системы),  получены  необходимые  и достаточные  условия 
существования  инерциальной  системы  отсчета  для  подсистемы  этих  тел,  рассматрива­
емой  как  самостоятельная  большая  система.  Указано  движение  такой  системы  отсчета 
(с точностью до галилеевых  преобразований)  относительно  старой  системы  отсчета. 

Ключевые  слова: классическая  механика  сплошной  среды, большая  система тел,  под­
система,  инерциальная  система  отсчета. 

In  the  framework  of  classical  continuum  mechanics,  for  the  frame  of  reference  being 
inertial  for  a  certain  system  of moving and  interacting bodies  (a  large  system)  the necessary 
and  sufficient  conditions are  formulated  for  the  existence  of an  inertial  frame  of reference  for 
the  subsystem  of the  bodies  considered  as  an  independent  large  system.  The  motion of such 
a  reference  frame  relative  to  the  old  reference  frame  (with  the  accuracy  up  to  the  Galilean 
transformations)  is specified. 

Key  words: classical  continuum  mechanics,  large  system  of  bodies,  subsystem,  inertial 
frame  of  reference. 

В в е д е н и е .  В  классической  механике  сплошной  среды  в  качестве  основных  законов  наряду 
с  законом  сохранения  массы  принимаются  законы  движения  Коши­Эйлера,  выражающие  баланс 
количества  и момента  количества  движения  в инерциальной  системе  отсчета  [1, 2]. В соответствии  с 
первым  законом  Ньютона  существование  инерциальной  системы  отсчета  постулируется  [3], однако 
вопрос  о том, какие  системы  отсчета,  в  каких  пределах  и с  какой  точностью  можно  рассматривать 
как  инерциальные,  подробно  не  рассматривается.  Между  тем  практически  важно  уметь  оценить, 
является  ли  та  или  иная  система  отсчета  инерциальной  по  отношению  к  выделенной  системе  тел 
(их  движениям  и  взаимодействиям). 
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В  настоящей  работе  в  рамках  классической  механики  сплошной  среды  в  предположении,  что 
некоторая  система  отсчета  является  инерциальной  для некоторой  совокупности  движущихся  и взаи­
модействующих  тел (большой  системы),  получены  необходимые  и достаточные  условия  существова­
ния  инерциальной  системы  отсчета для подсистемы  этих  тел,  рассматриваемой  как  самостоятельная 
большая  система.  Указано  движение  такой  системы  отсчета  (с  точностью  до  галилеевых  преобра­
зований)  относительно  старой  системы  отсчета. 

При  этом  под  инерциальной  системой  отсчета  для  некоторой  совокупности  тел  (называемой 
большой  системой)  понимается  такая  система  отсчета,  в  которой  движения  тел  большой  системы 
и  их  взаимодействия  между  собой  (называемые  здесь  активными  силами)  регулируются  класси­
ческими  ньютоновыми  законами  баланса  количества  движения  и  момента  количества  движения, 
выражаемыми  для  рассматриваемых  здесь  деформируемых  тел  известными  интегральными  зако­
нами  движения  Коши­Эйлера  или эквивалентными  им уравнениями  движения  Коши  для  сплошной 
среды  [1­3]. 

1.  Уравнения  д в и ж е н и я  тел большой  системы  в инерциальной  системе  отсчета.  Пусть 
для  некоторой  совокупности  И  движущихся  и  взаимодействующих  тел  на  некотором  временном 
промежутке  существует  инерциальная  система  отсчета  «^.Назовем  И  большой  системой,  а  силы 
взаимодействия  ее тел  (подтел)  друг  с другом  — активными.  Тогда  в  этой  системе  отсчета  в  произ­
вольный  момент  времени  (из указанного  промежутка)  для любого  тела  B из И уравнения  движения 
Коши­Эйлера  имеют  вид  [ 1 ­ 3 ] 

р B  =
  g B ,  <4BXQ  =  m B x o ,  ( 1 ) 

где  р в — количество  движения  тела  B; q B X 0 —  момент  количества  движения  относительно  точки  xo 

(неподвижной  в  системе  отсчета  ф)\ gB и  m B x — векторы  активных  сил и  момента  сил  (относи­
тельно  точки  x o ) , внешних  по  отношению  к  телу  B,  т.е.  воздействующих  на  тело  B  со  стороны 
всех  остальных  тел  большой  системы  И  (со  стороны  дополнения  B e тел a  B  до  соединения  Ј  всех 
тел  большой  системы  И). Эти величины  выражаются  через  интегралы  по  области  QB актуальной 
конфигурации  тела  B и по  ее границе  Г в = д01в'­

Рв  = j  pv dV,  gB = j  pbB dV  + j  tB  dS, 

qBxo  = j  p(x  ­  xo)  x  v  dV,  m B x 0  = j  p(x  ­  x o )  x  bB  dV  + j(x  ­  xo)  x  tB  dS, 

Q B  Q B  Г в 

(2 ) 

где  p — плотность  массы  тела  по  отношению  к  объему  V  в  актуальной  конфигурации;  x  и  v — 
положение  и  скорость  точки  тела;  bB — плотность  активных  внешних  для  тела  B  массовых  сил 

t B 

S x 
векторное  умножение. 

Сделаем  два важных  обобщающих  замечания. 
З а м е ч а н и е  1.  Обычно  в классических  построениях  механики  сплошной  среды  [1­3], в  конкрет­

ных  задачах  поля  внутренних  массовых  взаимодействий  в  теле  считаются  заданными,  чаще  всего 
нулевыми  (тривиальными),  что  сводит  рассмотрение  лишь  к  внешним  массовым  силам.  Мы  здесь 
не  будем  прибегать  к  такому  упрощению,  допуская  наличие  в  каждом  теле  B  €  И  нетривиального 
поля  плотностей  bB внутренних  (для тела  B)  массовых сил. 

Тогда,  учитывая  результирующие  силы  [3]  и  вспоминая,  что в  соответствии  с третьим  законом 
Ньютона  о действии  и противодействии  результирующая  сила  аддитивна  на отделенных  телах  и яв­

B 
ные)  сила и момент,  создаваемые  в каждом  теле  полем  bB его внутренних  массовых  взаимодействий, 
равны  нулю  (т.е. сила  и  момент  "самовоздействия"  любого  тела  суть  нулевые  векторы): 

gB  = J  pbB  dV  =  0,  mBxo  = J  p(x  ­  xo)  x  bB  dV  =  0.  (3 ) 

Это  позволяет  уравнения  ( 1 )  для любого  тела  представить  в  суммарном  виде: 

Р в  =  gB,  qBxo  =  mBxo ,  (4 ) 
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где  подразумеваются  обозначения 

g B  =  g B  +  g B  ,  m B x o  =  m B x o  +  m B x o ,  b

B  =
  b B  +  b B  ( 5 ) 

для  суммарных  активных  (внешних  и  внутренних)  сил,  моментов  сил, а  также  для  плотностей 
массовых  сил  соответственно. 

Более  того,  равенства  (4) справедливы,  в частности,  и для соединенного  тела  Ј  большой  систе­
И 

g s  =  gf,  m S x o  =  m^xo ,  b s  =  b f  (gf  =  0,  m f ^  =  0,  b f  =  0).  (6) 

А  поскольку  для произвольного  тела  B на его  подтелах  плотности  Ь В И  определяют  одну  и ту же 
векторную  меру  — массовую  силу  воздействия  на эти подтела  со стороны  их дополнений  в  рамках 
большой  системы  И, а тем самым  универсально  на Ј  [4, 5], то  имеем 

Ь В  =  b s  VB € И,  (7) 

т.е.  суммарные  поля  активных  внешних  и  внутренних  массовых  воздействий  не зависят  от  выбора 
B  И  Ј 

t e

B  B 
большой  системы  определяются  полем  тензора  напряжений  Коши  S  в  этом  теле,  а  значит,  и  в 
соединенном  теле  Ј  (поле  S в  Ј  не зависит  от  того,  какое  тело  B мы рассматриваем)  по  известной 
формуле  теории  напряжений  [1­5]: 

tB  =  S • n,  (8) 

Г д е  n  — единичная  внешняя  нормаль  к  поверхности  Г в =  дГ2в  актуальной  конфигурации  тела. 
Соотношения  (7) с  учетом  (5), (6), а  также  (2), (3)  позволяют  переписать  интегральные  урав­

нения  движения  (4) для произвольного  тела  B из И в  виде 

j t  I  pwclV  =  I  p b s dV  +  j  t |  dS, 

d_ 

dt 

QB  QB  Гв 

J  p(x  ­  x o )  x v dV  = J p(x  ­  x o )  x b f  dV + J(x  ­  x o )  x  tB dS, 

(9) 

x o 

j pv dV  = j  pw dV,  ^ j  p{x  —  жо)  x v dV  = j  р(ж  — жо)  x w dV 
d_ 

dl 

в  эквивалентном  виде: 

У pw dV  = J pbs  dV  + J t B dS, 

Q B  Q B  Г в 

j p(x  ­  x o )  x w dV  = j  p(x  ­  x o )  x b f  dV + j(x  ­  x o )  x  tB dS, 

(10) 

w 
На  основании  (7), (8) с использованием  формулы  Гаусса­Остроградского  в силу  произвольности 
B 

Коши  и граничному  условию: 

div S +  p b f  =  pw,  S =  S T  (x  € 

S  • n =  tB  (x  €  Г в ) , 

div  x 
( • ) T 
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Подчеркнем,  что  хотя  соотношения  (9)—(11)  по  виду  совпадают  с  известными  аналогичными 
соотношениями  классических  построений  [1­3],  здесь  в  качестве  b E  фигурирует  не  внешняя  по  от­

B 
B 

З а м е ч а н и е  2.  Второе  из  интегральных  уравнений  движения  — уравнение  баланса  момента  ко­
личества  движения  — выполнено  для  любого  переменного  во  времени  центра  приведения  xo  =  xo(t). 
Действительно,  пользуясь  для  второго  уравнения  системы  (10)  формулами  пересчета  [3]  момента 
количества  движения  и  моментов  сил  относительно  нового  (переменного  во  времени)  центра  при­
ведения  и  используя  первую  формулу  (10),  можно  показать,  что  при  любом  переменном  центре 
приведения  xo  =  xo(t)  второе  уравнение  (10)  эквивалентно  выражает  условие  баланса  момента  ко­

x o 

систем  (9)  и  (10). 
Напомним,  что  все  формулы  настоящего  пункта  получены  и  написаны  для  системы  отсчета  ф, 

И 
2.  У р а в н е н и я  д в и ж е н и я  д л я  т е л  п о д с и с т е м ы  в  п р о и з в о л ь н о й  с и с т е м е  о т с ч е т а .  Рас­

смотрим  произвольную  подсистему  И'  тел  большой  системы  И.  Соединенное  тело  подсистемы  И' 
обозначим  через  Ј '  и  активные  (внешние,  внутренние  и  суммарные)  силы  взаимодействия  тел  в 

И ' 

B '  И ' 

мы  И,  не  входящих  в И',  обозначим  через  b B / , а  плотность  таких  же  поверхностных  сил  — через  tB/ • 
Заметим,  что  t B / зависит  как  от  выбора  болыной  системы  И  и  подсистемы  И',  так  и  от  выбора  кон­
кретного  тела  B';  в  то  же  время  для  всех  B'  из  И'  выполнено  b B /  =  bf ,  и  поле  bf ,  определяется 

И  И ' 

И ф 
B ' 

У  pw  dV  =  J  p(b'E,  +  b f , )  dV  +  j  ( tB ,  +  t B / )  dS, 

j  p(x  ­  xo)  x  w  dV  =  j  p(x  ­  xo)  x  (bf,  +  b f , )  dV  +  j  (x  ­  xo)  x  ( tB ,  +  t B , )  dS, 

(12) 

Q

в
/  Г

в
/ 

т.е. в  локальной  записи  подобно  (11)  — вид 

div S  +  p(b'E,  +  b f , )  =  pw,  S  =  S T  (x  €  fiE, 

S  •  n  =  (tB e,  +  t B , )  (x  €  Г в / ) , 
(13) 

x o 

И 
инерциальной)  системе  отсчета  ф*.  Переход  от  ф  к  ф*  характеризуется  заменой  [3]  независимых 
эйлеровых  переменных  (x , t )  на  (x*,t*)  по  формулам 

x*  =  xo*  +  Q  •  (x  ­  xo),  t*  =  t  +  a,  (14) 

где  xo*  =  xo*(t) — новый  центр  приведения;  Q  =  Q( t ) — ортогональный  оператор  (тензор  "поворота" 
x o 

(выбранное,  например,  для  простоты  таким  же,  как  в  уравнениях  (12)),  без  ущерба  для  общности 
x o  a 

При  этом  преобразование  скоростей  и  ускорений  выражается  известными  [4­6]  формулами  сло­
жения  движений  (Эйлера,  Ривальса,  Кориолиса): 

v* =  v* e  +  v* r ,  v* e  =  xо*  +  Q  •  r,  v* r  =  Q  • v, 

V* e  =  v* t r  +  v * r o t ,  v* t r  =  Xo*,  v * r o t  =  Q  •  Г =  П  •  Г* =  Ш  x  Г*, 

w* =  w* e  +  w* r  +  w* c ,  w* e  =  жo* +  Q  •  r,  w* r  =  Q  • w,  (15) 

w w  =  2Q  • v  =  2 ^  • v* r  =  2 ^  x  v w ,  w w  =  +  w * r o t  +  w w x , 

=  жo*,  w m t  =  f2  •  r*  =  a;  x  r*,  w w  =  ^ 2  •  r*  =  ш  x  (a;  x  r * ) . 
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Здесь  r  =  x  ­  x o  r* =  x* ­  xo* (r* =  Q  • r) — радиусы­векторы  места  x  и  физически  того  же 
x *  t  t * 

x o  x o * 

указанного  сложения  движений  через  v*e,  v*r  обозначены  переносная  и  относительная  скорости, 
через  w*e, w*r, w*c — переносное,  относительное  и  кориолисово  ускорения.  Для переносного  дви­
жения  старой  системы  отсчета  относительно  новой  через  v* t r,  v* r o t  обозначены  поступательная  и 
вращательная  составляющие  переносной  скорости,  через  w* t r,  w* r o t ,  w* a x — поступательная,  враща­
тельная  и осестремительная  составляющие  переносного  ускорения.  Наконец,  через  /2, ш обозначены 
антисимметричный  (,Г2Т =  ­  ,1?)  тензор  и его коаксиальный  вектор  (характеризующие  мгновенную 
скорость  вращения  старой  системы  отсчета  относительно  новой),  определяемые  равенствами 

T 1 
П  = Q  Q  ,  со = coax П = ——е : П, 

где  б —тензор  Леви­Чивиты. 
При  замене  системы  отсчета  (14) область  актуальной  конфигурацпи  тела  B' с  границей 

Гв /  переходит  конгруэнтно  в  область  QB/* С границ ей  Гв /* , а  другие  величины  преобразуются  по 
формулам 

p* =  p,  b* =  Q • b,  t* =  Q • t,  n* =  Q • n, 

S*  =  Q • S • Q T ,  div* S* =  Q • div S,  ( 1 6 ) 

b  t  n 

нормаль  к Г в / . 
С  учетом  (14)—(16) и  замечания  2  уравнения  движения  (12), (13)  можно  переписать  в  новой 

ф * 

J  pw*r dV  =  j  p(bf,*  +  b f , * ) dV  +  j  (tBe,* +  tB,*)  dS, 

Q B / *  Qg/*  Г в / * 

p(x*  ­  xo*)  x w*r dV = 

Q B / * 

=  j  p(x* ­  xo*) x  (b'E,* +  bf ,*) dV +  j  (x* ­  xo*) x  (tB,* +  tB/*) dS 
Q B / *  Г в / * 

и  соответственно 

(17) 

div* S* +  p (b f ,*  +  bf ,*) =  pw*r,  S* =  S T  (x* €  QE /*), 

S*  • n* =  (tB,* +  tB,*)  (x* €  Г в * ) . 
(18) 

ф 
И  ф * 

И 
w * r 

j  pw*dV=  J  p(b E / .  + b E / . + w* e + w* c) dV +  j  (tg,* + tg/J dS, 

(19) 

J  р(ж* ­  ж0*) x  (b E , + + b E ,„ + w* e + w* c) dV +  j  (ж* ­  ж0*) x  (tg,* + t B / J  d5 

Q B / *  Г в / 

p(x*  ­  xo*)  x w* dV = 

Q B / * 

Q B / *  Г в / 

и  соответственно 

div* S* +  p(bf,*  +  bf,* + w*e + w*c) =  pw*,  S* =  S T  (x* €  QE /*), 

7e  7/  ( 2 0 ) 
S

  *
  •  n

  *
  =  ( t

  B

e

  *

  +  t

  B  *

  )  ( x
  *

  €  Г
  B  *

 )  . 
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Нетрудно  заметить,  что новая  система  отсчета  ф *  является  инерциальной  для подсистемы  дви­
жущихся  и  взаимодействующих  тел И'  в  том и  только  в  том  случае,  когда  уравнения  (19),  (20) 
для  И' имеют  вид, вполне  аналогичный  уравнениям  (10), (11) для И, т.е. когда  они содержат  сило­
вые поля лишь  активных для подсистемы И' взаимодействий.  Это выполнено  в точности  тогда,  когда 
подчеркнутые  члены  в  уравнениях  (19), (20)  вносят  нулевой  вклад,  т.е. когда  для происходящих  в 

И ' 

by'*  =  ­w*e  ­  w*c  (x*  €  Qy '* ) ,  t g *  = 0  (x*  €  I V * ) .  (21) 

Второе  из условий  (21) в точности  означает,  что контактные  воздействия  на любые  тела  Б' из И' 
И  И  И 

И 
Первое  из условий  (21) означает,  что поле  b S'*  массовых  сил воздействия  со стороны  дополне­

ния  к И' до И на  тел а  Б'  (на соединенное  тело  Ј ' )  подсисте мы  И'  детально  согласовано  с  данным 
движением  тел подсистемы  И'  (с движением  ее  соединенного  тела  Ј ' ) , а  именно,  как  показывают 
формулы  (15), выполнено  равенство 

b y *  =  ­ X o * ­  2О •  (v* ­  Xо*)  ­  (О ­  О 2 )  •  (x* ­  xo*)  (22) 

для  любой  точки  x*  области  Qy'* актуальной  конфигурации  соединенного  тела  Ј '  подсистемы  И' в 
системе  отсчета  ф*. Заметим,  что первое  и третье  слагаемые  в  правой  части  (22) определяют  неко­

x *  v * 

x * 

Не  задаваясь  детальным  выяснением  условий  выполнения  равенства  (22), потребуем  его уни¬
И 

x *  v *  ф * 

из  (22), это имеет  место  в точности  тогда,  когда 

О  =  0,  Q  = const,  (23) 

ф 

системы  отсчета  ф *  поступательно  с  ускорением  xo*, а  тем самым  с  точки  зрения  старой  системы 
отсчета  новая  система  отсчета  движется  относительно  старой  также  поступательно  с  ускорением 
­  Q T  • x0*.  При этом  с необходимостью  из  (22)  имеем 

b y *  =  ­ x o * ,  (24) 

т.е.  bS'* — однородное  (возможно,  зависящее  от времени)  поле  массовых  сил в Q y  . а между  тем и в 
старой  системе  отсчета  ф это поле,  принимающее  значения  b y ' =  Q

T

  • bS'* =  ­ Q
T

 • xo*  (причем  Q  = 

const),  также  однородно  в Qy  и притом  совпадает  с ускорением  новой  системы  отсчета  относительно 
старой  (с точки  зрения  старой). 

Применяя  первое  уравнение  (1) с учетом  (2) к  соединенному  телу  Ј '  подсистемы И', т.е.  полагая 
Б  =  Ј' ,  и  замечая,  что в  этом  случае  b g  =  by '  =  by,  t g  =  ty  =  ty,  на  основании  (21)­(24)  с 

b S 

ускорение  центра  масс  соединенного  тела  Ј '  подсистемы  И' в старой  системе  отсчета ф . 
Таким  образом, в рассматриваемом  здесь  случае с необходимостью  получаем, что с точки  зрения 

ф  И  ф * 

И 
Ј  И  b S 

И И 
И 

И ф 

И 
ф 

И  И 
И 

ствия  характеризуются  однородным  полем  (возможно,  зависящим  от  времени).  При  этом  ф' — 

ф 
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центра  масс  соединенного  тела  Ј'  подсистемы  И'  под действием  указанного  однородного  поля  мас­

совых  сил. 

4.  З а к л ю ч е н и е .  В  теореме  установлены  условия,  необходимые  и  достаточные  для  существо­
ф  И 

И 
счета  ф'  относительно  старой  системы  отсчета  ф  (инерциальной  для И)  является  поступательным 
и  определено  лишь  ускорением,  т.е. с  точностью  до  галилеевых  преобразований.  Это согласуется  с 
результатами  работы  [7]. 

В  таких  условиях  находится,  например,  любая  система  тел  в  состоянии  свободного  падения  в 
однородном  поле  сил  тяжести  при  любых  активных  взаимодействиях  внутри  этой  системы  (пред­
меты  в  падающем  лифте,  в  пикирующем  самолете);  инерциальной  для  этой  системы  тел  является 

ф 
свободного  падения),  в том числе  система  отсчета,  непосредственно  связанная  с центром  масс  этой 
системы  тел. 

Другой  пример  — Солнечная  система  и ее подсистема,  составленная  телами  околоземного  про­
странства  (Земля,  Луна,  искусственные  спутники).  Система  отсчета,  движущаяся  вместе  с  центром 
масс  Солнечной  системы  поступательно  относительно  неподвижных  звезд,  с достаточной  точностью 
может  служить  в  качестве  инерциальной  для тел  Солнечной  системы.  Воздействие  всех  остальных 
тел  Солнечной  системы  на  подсистему  тел  околоземного  пространства  сводится  к  практически  од­
нородному  полю  сил тяготения  (в основном  от  Солнца),  изменяющемуся  со временем  относительно 
указанной  (старой)  системы  отсчета.  Тогда  согласно  теореме  любая  система  отсчета,  движущаяся 
поступательно  относительно  старой  с  ускорением  центра  масс  подсистемы  тел  околоземного  про­
странства  (в  частности,  связанная  с  этим  центром  масс),  является  инерциальной  для  подсистемы 
тел  околоземного  пространства  (при любых  их взаимодействиях  друг  с  другом). 

В  теореме  предъявлены  точные  условия  существования  инерциальных  систем  отсчета  для  под­
систем  тел в любых  движениях.  Равенство  (22)  с привлечением  разработанных  методов  (например, 
в  [7])  может  быть  проанализировано  более  детально  с  точки  зрения  его  выполнения  не  для все­

И 
И 

смысле,  а  лишь  для  этих  видов  движений  и  соответствующих  активных  взаимодействий. 
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К В А З И У Н И В Е Р С А Л Ь Н Ы Й  Б У Л Е В  А В Т О М А Т 
С  Ч Е Т Ы Р Ь М Я  К О Н С Т А Н Т Н Ы М И  С О С Т О Я Н И Я М И 

Л .  Н.  Сысоева  1 

Рассматривается  задача о реализации  булевых функций инициальными  булевыми ав­
томатами с константными  состояниями и n входами, т.е. автоматами, такими, что в любом 
из  состояний  функция  выхода  совпадает  с одной из булевых  констант  0 или 1, зависящих 
от n  переменных,  n  ^  1. Построен  пример  инициального  булева  автомата с  минимальным 

n 
число  булевых  функций  от n  фиксированных  переменных,  при n  ^  3. 

Ключевые  слова: булева  функция,  инициальный  автомат,  реализация  булевых  функ­
ций. 

The problem of realization of Boolean functions by initial Boolean automata with constant 
n n 

n 
0 1 

n n 
functions,  where  n  >  3, is  constructed. 

Key  words: Boolean function,  initial  automaton,  realization of Boolean  functions. 

Перечислим  несколько  различных  постановок,  связанных  с  реализацией  булевых  функций  ав­
томатами  и логическими  схемами  над множествами  автоматов.  В работе  В. А. Кузьмина  [1] рассмат­
ривается  следующий  подход:  автомат  с входным  и выходным  алфавитами  {0,1} реализует  заданную 
булеву  функцию  /  от n  переменных,  если  в моменты  времени,  кратные  n,  значение  функции  выхода 
автомата  совпадает  со значением  функции  /  на наборе  значений  переменных,  который  соответствует 
определенному  отрезку  входной  последовательности.  В  работе  То  Суан  Зунга  [2]  рассматриваются 

n 
/ n 

такое  начальное  состояние  схемы,  что  для  любой  последовательности  входных  наборов  значение 
/ 
/ 

наборе  не в  каждый  момент  времени,  а  только  в  некоторые  моменты).  Похожим  образом  понятие 
реализации  булевых  функций  схемами  в  автоматных  базисах  вводится  в  работе  В. А.  Орлова  [3]. 
Другой  подход  состоит  в  том, что  наборы,  на  которых  заданная  булева  функция  принимает  значе­

1 
язык  (см., например,  работу  М. А. Кибкало  [4]). Отметим,  что в перечисленных  работах  автоматная 
реализация  булевых  функций  исследуется  с  точки  зрения  изучения  сложности. 

В  настоящей  работе  рассматривается  такая  постановка,  что один  инициальный  автомат  с фик­
n 

n 
какой  последовательности  булевы  наборы  подаются  на  его входы.  Исследуется  вопрос  нахождения 
максимального  количества  различных  булевых  функций,  которые  может  реализовать  один  такой 
автомат  с  заданным  количеством  состояний. 

Пусть  T2(n) — множество  всех  булевых  функций,  зависящих  от  фиксированных  переменных 
xi,  x2,...,  xn,  n  ^  1.  Под  булевым  автоматом  будем  понимать  автомат  V  =  ({0,1} ,  {0 ,1} ,  Q, F, G)  с 

{0,  1}  {0, 1} 
состояний  Q,  функцией  перехода  G  и  функцией  выхода  F .  Определения  автомата  и  инициального 

n V 

1
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будем  полагать,  что  входы  автомата  V  занумерованы  от  1 до  n  и  на  г­й  вход  автомата  V  подается 
значение  булевой  переменной  Xj. Тем  самым  можно  считать,  что  в каждый  момент  времени  на  входы 
автомата  V  подается  некоторый  двоичный  набор  значений  переменных  x i , X 2 , . . .  ,xn  и  для  любого 
состояния  q  €  Q  функция  выхода  F  ( q , x i ,  x2 ,  . . . , x n )  является  булевой  функцией  от  переменных 
x i  , x 2 ,  . . . , x n  V 
если  для  любого  q  €  Q  функция  F(q,  x i , x 2 , . . . ,  x n )  является  константной  булевой  функцией  0 или  1. 

Пусть  Vqi  =  ({0 ,1} ,  {0 ,1} ,  Q, F, G, q i ) — инициальный  булев  автомат  с начальным  состоянием  q i 
и  n  входами.  Пусть  C  =  / 2 , . . . ,  / ?2 п )  — упорядоченная  последовательность  всех  двоичных  набо­
ров  длины  n,  n  ^  1.  Будем  говорить,  что  автомат  Vqi  с  последовательностью  C  реализует  булеву 
функцию  / ( x i , x 2 , . . . ,  x n ) ,  если  при  последовательной  подаче  на  входы  автомата  Vqi  наборов  из  C 

в  каждый  момент  t  =  1, 2 , . . .  , 2 n  на  выходе  авто мата  Vqi  выдается  значение  /  Будем  также  го¬
/  V q i  C 

V q i  C  /  C 
вать  последовательностью  подаваемых  наборов.  Обозначим  через  P(Vq i)  множество  всех  булевых 

V q i 

Обозначим  через  Wk (n)  множество  всех  инициальных  булевых  автоматов  с  k  константными  со­
стояниями  и n  входами.  Инициальные  булевы  автоматы  из Wk(n),  которые  реализуют  максимальное 
по  мощности  множество  булевых  функций,  называются  квазиуниверсальными. 

Задача  об исследовании  квазиуниверсальных  автоматов  была  поставлена  в  работах  [7, 8].  Были 
n 

реализуемых  автоматами  из  W2 (n)  и  W3 (n),  и  описаны  все  квазиуниверсальные  автоматы  с  дву­
мя  и  тремя  константными  состояниями  при  n  >  9.  Было  доказано,  что  число  различных  булевых 

n 
жества  Ш ^ и ) ,  равно  |  ­2

2

,  а  число  различных  булевых  функций  от  п  фиксированных  переменных, 

W 3 ( n )  2 2  ­  2 n  n  >  9 
было  доказано  [9],  что  максимальное  число  булевых  функций,  которые  можно  реализовать  одним 

2 2  ­  2 
веден  пример  квазиуниверсального  автомата  с  2 n  +  2  константными  состояниями,  реализущего  все 
булевы  функции  от  n  фиксированных  переменных,  кроме  констант,  при  n  ^  1. 

В  настоящей  работе  построен  пример  квазиуниверсального  автомата  из  множества  W4(n) ,  ре­
ализующего  2 2  ­  2  различных  булевых  функций  от  n  фиксированных  переменных,  при  n  ^  3.  Тем 
самым  построен  пример  инициального  булева  автомата  с  минимальным  количеством  константных 

n 
переменных,  при  n  ^  3. 

Пусть  A  — множество  всех  булевых  наборов  дли­
ны  n  с  первым  нулевым  элементом;  B  —  множество 

n 

ментом;  а,  / , 7  — различные  наборы,  такие,  что  а  €  A, 
/3,7  €  { 0 , 1 } n \ Д  а,  7  €  B ,  Д  €  { 0 , 1 } n \ B .  Через  V4 обо­
значим  инициальный  булев  автомат  с  четырьмя  кон­
стантными  состояниями  и диаграммой  переходов,  изоб­
раженной  на  рисунке,  где  A, B ,  {а} , {/3}, {7}  С  { 0 , 1 } n , 
n  ^  3.  В  кружочках,  обозначающих  состояния,  указа­
ны  символы,  соответствующие  функции  выхода  в  этом 
состоянии,  а  на  стрелках  —  множества  всех  наборов, 
таких,  что  при  их  подаче  на  вход  автомата  автомат  из 
состояния,  из  которого  идет  стрелка,  переходит  в  со­
стояние,  на  которое  указывает  стрелка.  Если  подается 

набор,  не  указанный  на  диаграмме,  то  автомат  остается  в том  же  состоянии,  в котором  он  находился 
в  предыдущий  момент  времени.  Звездочкой  помечено  начальное  состояние  автомата. 

Теорема  1.  Для,  любого  n  ^  3  инициальный  булев  автомат  V 4  может  реализовать  любую 

n 
/ ( x i ,  x 2 ,  . . . , x n )  P 2 (n) 

константой,  n  ^  3.  Укажем  последовательность  C  всех  двоичных  наборов,  такую,  что  автомат  V4 

C  /  / 

принимает  на  наборах  а , 7  и  7,  возникает  восемь  случаев. 
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1)  Пусть  / ( а )  =  / ( / )  =  /(7)  =  0.  Тогда  существует  набор 8,  такой,  что  / ( 7 )  =  1.  Рассмотрим 
два  под случая. 

Пусть  7  €  B .  Построим  следующую  последовательность  подаваемых  наборов:  сначала  подаем 
набор  а,  затем  все  наборы  из  множества  { 0 , 1 } n \ B ,  на  которых  функция  /  принимает  значение  1, 
потом  набор  7  далее  все  наборы  из  множества  { 0 , 1 } n \ { а , / , 7 } ,  на  которых  функция  /  принимает 
значение  0,  затем  набор  7,  набор  7  и,  наконец,  все  наборы  из  множества  B ,  на  которых  функция  / 

1  V 4 

/ 
Пусть  теперь  7  €  { 0 , 1 } n \ B .  Построим  следующую  последовательность  подаваемых  наборов: 

7  B  / 

значение  1,  потом  набор  7  далее  все  наборы  из  множества  { 0 , 1 } n \ { а , / ,  7},  на  которых  функция  / 
принимает  значение  0,  затем  набор  7,  набор  5  и,  наконец,  все  наборы  из  множества  { 0 , 1 } n \ { B  U  7 } , 

/  1  V 4 

/ 
Таким  образом,  автомат  V4 реализует  все  2 2 ™ ­ 3  ­  1 функций,  удовлетворяющих  случаю  1. 
2)  Пусть  / ( а )  =  / ( / )  =  0,  /(7)  =  1.  Определим  последовательность  подаваемых  наборов  сле­

а7  {0, 1 } n \ B 
функция  /  принимает  знач ение  1,  далее  набор  7,  потом  все  наборы  из  мн ожества  { 0 , 1 } n  \ { а , / , 7 } ) 
на  которых  функция  /  принимает  значение  0,  затем  набор  /  и,  наконец,  все  наборы  из  множества 
B \ { 7 } )  н а  которых  функция  /  принимает  значение  1.  Автомат  V4  с  такой  последовательностью 

/ 
Таким  образом,  автомат  V4 реализует  все  2 2 ™ ­ 3  функций,  удовлетворяющих  случаю  2. 

3)  Пусть  / ( а )  =  0,  / ( / )  =  1, /(7)  =  0.  Рассмотрим  два  подслучая. 

Пусть  /  принимает  на  всех  наборах  множества  { 0 , 1 } n \ ( B  U { / } ) значение  0.  Тогда  существует 
набор  7  из  множества  { 0 , 1 } n \ ( A  U {7}),  такой,  что  /(7)  =  0.  Построим  следующую  последователь­
ность  подаваемых  наборов:  сначала  подаем  набор  7,  затем  все  наборы  из  мн ожества  B ,  на  которых 
функция  /  принимает  знач ение  1, потом  набор  / ,  далее  все  наборы  из  мн ожества  { 0 , 1 } n \ { а , / , 7 , 7 } , 
на  которых  функция  /  принимает  значение  0,  затем  набор  7)  табор  а  и,  наконец,  все  наборы  из 

{0,  1 } n \ ( B  U  { 7 } )  /  1  V 4 

/ 

Пусть  теперь  существует  набор  7  €  { 0 , 1 } n \ ( B U { / } ) ,  такой,  что  / ( 7 )  =  1. Построим  следующую 
а7 

{ 0 , 1 } n \ ( B  U { / , н а  которых  функция  /  принимает  значение  1,  потом  набор  / ,  далее  все  наборы 
из  множества  B ,  на  которых  функция  /  принимает  знач ение  1,  затем  наб ор  5,  потом  все  наборы 
из  множества  { 0 , 1 } n \ { а , / ,  7},  на  которых  фун кция  /  принимает  знач ение  0  и,  наконец,  н абор  7­

V 4  / 
Таким  образом,  автомат  V4 реализует  все  2 2  ­ 3  функций,  удовлетворяющих  случаю  3. 

4)  Пусть  / ( а )  =  1, / ( / )  =  0,  /(7)  =  0.  Рассмотрим  два  подслучая. 
Пусть  /  принимает  на  всех  наборах  множества  B \ { а }  значение  0.  Тогда  существует  набор  7 

из  множества  A \ { а } ,  такой,  что  /(7)  =  0.  Построим  следующую  последовательность  подаваемых 
наборов:  сначала  подаем  набор  7,  затем  все  наборы  из  множества  { 0 , 1 } n \ B ,  на  которых  функ­
ция  /принимает  значение  1,  потом  набор  а,  далее  все  наборы  из  множества  { 0 , 1 } n \ { а , / , 7 , 7 } ,  на 
которых  функция  /  принимает  значение  0,  затем  набор  7)  табор  /  и,  наконец,  все  наборы  из  множе­
ства  B \ { a } ,  на которых  фун кция  /  принимает  знач ение  1. Автом ат  V4 с такой  последовательностью 

/ 

Пусть  теперь  существует  набор  7  €  B \ { а } ,  такой,  что  / ( 7 )  =  1.  Построим  следующую  по­
7 

B \ ^ ,  7 } ,  на  которых  функция  /  принимает  значение  1,  потом  набор  а,  далее  все  наборы  из  мно­
жества  { 0 , 1 } n \ ( B  U {/J}),  на  которых  функция  /  принимает  значение  1,  затем  набор  5,  потом  все 
наборы  из  множества  { 0 , 1 } n \ { а , / , 7 } >  на  которых  фун кция  /  принимает  знач ение  0  и,  наконец, 
набор  7­  Автом ат  V4 с  такой  последовательностью  подаваемых  наборов  ре ализует  функцию  / . 

Таким  образом,  автомат  V4 реализует  все  2 2 ™ ­ 3  функций,  удовлетворяющих  случаю  4. 

5)  Пусть  / ( а )  =  0,  / ( / )  =  /(7)  =  1­  Рассмотрим  два  подслучая. 
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/  {0, 1 } n \ ( B  U { 7 } )  0 
набор  7  из  множества  { 0 , 1 } n \ A ,  такой,  что  /(7)  =  0.  Построим  следующую  последовательность 
подаваемых  наборов:  сначала  подаем  набор  7,  затем  все  наборы  из  мн ожества  B ,  на  которых  функ­
ция  / п р и н и м а е т  значение  1, потом  набор  / ,  далее  все  наборы  из  множества  { 0 , 1 } n \ { 7 } ,  на  которых 

/  0  V 4 

/ 

Пусть  теперь  существует  набор  7  €  { 0 , 1 } n \ ( B U { / } ) ,  такой,  что  / ( 7 )  =  1. Построим  следующую 
а7 

{0,  1 } n \ ( B  U { 7 } )  /  1  7 

из  множества  B ,  на  которых  функция  /  принимает  значение  1,  затем  набор  5  и,  наконец,  все  на­
боры  из  множества  { 0 , 1 } n \ { а } ,  на  которых  функция  /  принимает  значение  0.  Автом ат  V4 с  такой 

/ 
Таким  образом,  автомат  V4 реализует  все  2 2  ­ 3  функций,  удовлетворяющих  случаю  5. 

6)  п у с т ь / ( а )  =  1,/(Д)  =  0 , / ( 7 ) = 1 . 
7 

все  наборы  из  множества  B \ { а ,  7},  на  которых  фун кция  /  принимает  знач ение  1,  потом  набор  а, 
{0,  1 } n \ B  /  1 

бор 7  и, наконец,  все наборы  из  множества  { 0 , 1 } n \ { / J } ,  на  которых  функция  /  принимает  значение  0. 
V 4  / 

Таким  образом,  автомат  V4 реализует  все  2 2  ­ 3  функций,  удовлетворяющих  случаю  6. 

7)  Пусть  / ( а )  =  / ( / )  =  1, /(7)  =  0.  Рассмотрим  два  подслучая. 

Пусть  /  принимает  на  всех  наборах  множества  { 0 , 1 } n \ ( B  U { / } ) значение  0.  Тогда  существуют 
наборы  7  €  A  и  7  €  { 0 , 1 } n \ ( A  U  {7}),  такие,  что  / ( 7 )  =  /(7)  =  0.  Построим  следующую  по­
следовательность  подаваемых  наборов:  сначала  подаем  набор  8,  затем  все  наборы  из  множества 
{ 0 , 1 } n \ ( B  U {/J}),  на  которых  функция  /  принимает  значение  1,  потом  набор  а,  далее  все  наборы 
из  множества  { 0 , 1 } n \ { 7 ,  7 , 7 }  на  которых  функция  /  принимает  значение  0,  затем  набор  7)  табор  7, 
далее  все  наборы  из  множества  B \ { а } ,  на  которых  функция  /  принимает  значение  1  и,  наконец, 

7  V 4  / 

Пусть  теперь  существует  такой  набор  7  из  множества  { 0 , 1 } n \ ( B  U { / } ) ,  что  / ( 7  =  1.  Построим 
следующую  последовательность  подаваемых  наборов:  сначала  подаем  набор  7)  затем  все  наборы  из 
множества  B \ { а } ,  на  которых  функция  /  принимает  значение  1, потом  набор  7,  далее  все наборы  из 
множества  { 0 , 1 } n \ ( B U { / ,  7}),  на  которых  функция  /  принимает  значение  1,  затем  набор  / ,  набор  7 
и,  наконец,  все  наборы  из  множества  { 0 , 1 } n \ { 7 } ,  на  которых  функция  /  принимает  значение  0. 

V 4  / 
Таким  образом,  автомат  V4 реализует  все  2 2  ­ 3  функций,  удовлетворяющих  случаю  7. 

8)  Пусть  / ( а )  =  / ( / )  =  /(7)  =  1­  Рассмотрим  два  подслучая. 

Пусть  /  принимает  на  всех  наборах  множества  A  значение  1.  Тогда  существуют  наборы  5  из 
множества  { 0 , 1 } n \ A  и  7  из  множества  { 0 , 1 } n \ ( B  U { / } ) ,  такие,  что  / ( 7 )  =  0  и  /(7)  =  1.  Построим 
следующую  последовательность  подаваемых  наборов:  сначала  подаем  набор  7  затем  все  наборы  из 
множества  B \ { а } ,  на  которых  функция  /  принимает  значение  1, потом  набор  7,  далее  все наборы  из 
множества  { 0 , 1 } n \ ( B U{/J, 7"}),  на  которых  фун кция  /  принимает  знач ение  1,  затем  наб ор  / ,  набор  7 

и,  наконец,  все  наборы  из  множества  { 0 , 1 } n н а  которых  фун кция  /  принимает  знач ение  0. 
V 4  / 

Пусть  теперь  существует  набор  7  €  A, такой,  что  /(7)  =  0.  Построим  следующую  последователь­
ность подаваемых  наборов:  сначала  подаем  набор  7,  затем  все наборы  из  мн ожества  { 0 , 1 } n \ ( B  U { / } ) , 
на  которых  функция  /  принимает  знач ение  1,  потом  наб ор  / ,  далее  все  наборы  из  множества 
B \ { а ,  7 }  на  которых  функция  /  принимает  значение  1,  затем  набор  а,  табор  7  и ,  наконец,  все 
наборы  из  множества  { 0 , 1 } n \ { 7 } ,  на  которых  функция  /  принимает  значение  0.  Автом ат  V4 с  такой 

/ 
Таким  образом,  автомат  V4 реализует  все  2 2  ­ 3  ­  1 функций,  удовлетворяющих  случаю  8. 

V 4 

V 4  2 2  ­  2  n 
п  ^  3.  Теорема  доказана.  • 
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О Б  А С И М П Т О Т И Ч Е С К О Й  У С Т О Й Ч И В О С Т И 
С О С Т О Я Н И Й  Р А В Н О В Е С И Я  Д Л Я  С И С Т Е М  У Р А В Н Е Н И Й 

К А Р Л Е М А Н А  И  Г О Д У Н О В А ­ С У Л Т А Н Г А З И Н А 

С. А.  Д у х н о в с к и й 1 

Исследуются  одномерные  системы  уравнений  Карлемана  и  Годунова­Султангазина 
для двух и трех групп частиц соответственно. Данные системы являются частным  случаем 
дискретного  кинетического  уравнения  Больцмана.  Приводятся  теоремы  существования 
глобального  решения  данных  систем  для возмущений  в  весовом  пространстве  Соболева, 
откуда  следует  экспоненциальная  стабилизация  к состоянию  равновесия. 

Ключевые  слова: система Карлемана,  система Годунова­Султангазина,  теорема  суще­
ствования,  асимптотическая  устойчивость,  число  Кнудсена. 

One­dimensional systems of Carleman  and  Godunov­Sultangazin are  studied for two and 
three groups of particles, respectively. These systems are a special case of the discrete Boltzmann 
kinetic equation. Theorems on existence  of global solution to these systems for perturbations in 
the weighted Sobolev space are presented. Thus, an exponential stabilization to the  equilibrium 
state is obtained. 

Key  words: Carleman system, Godunov­Sultangazin system, existence theorem, asymptotic 
stability, Knudsen  number. 
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1.  В в е д е н и е .  Рассмотрим  системы  уравнений  Карлемана  [1­5]: 

dtu  +  дхи  =  —\{и
2

  — w
2

),  х  €  R,  t  >  0, 

dtw  ­  dxw  =  l(u
2

  ­  w
2

),  (1) 

u | t=o  =  u 0 ,  w | t = o  =  w 0 

и  Годунова­Султангазина  [1,  6­9]: 

dtu  +  <9ж­и =  \{v
2

  — uw),  x  €  E,  t  >  0, 

9tt»  =  — 2

(v
2

  —  uw), 

!  (2) 
cVw  — <9Ж«; =  ­^(v

2

  —  uw), 

u| t=o  =  u 0 ,  v | t = o  =  v 0 ,  w | t = o  =  w 0 . 

Здесь  u  =  u(x , t ) ,v  =  v (x , t ) ,w  =  w(x , t )  — плотности  групп  частиц,  0  <  7  <  1 — число  Кнудсена  из 
кинетической  теории  газа.  Исследуем  задачу  Коши  системы  (1)  для  малых  возмущений  состояния 
равновесия  w 2  =  u2.,  u e  =  w e  >  0.  Аналогично  исследуется  система  Годунова­Султангазина  (2)  (см. 
[1,  7,  9]).  Положим 

u  =  u e  +  Wg / 2 7 2 ; u,  w  =  w e  +  Wg / 2 7 2 w. 

Тогда 

dS  +  dxu  — 2we­(w  — u)  =  — ewl^
2

(u  + w)(u  — w),  x  €  R,  t  >  0,  (3) 
7 

dtw  — dxw  +  2we  ­{w  — u)  =  ew]J
2

  (u  + w) {%i — w),  ( 4 ) 

« | t=o  =  S 0,  w?|t=o  =  г? 0 .  (5) 

Аналогично  получают  в  работах  [7,  9]  возмущенную  систему  для  Годунова­Султангазина: 

dtu  +  дхи  ­  ­wlJ
2

  (2vlJ
2

v  ­  u]J
2

w  ­  w^
2

^  =  ew]J
2

  {v
2

  ­  uwj,  x  €  R,  t  >  0, 

dtv  +  ­Јvl
/2

  (2vl
/2

v  ­  ul
/2

w  ­  wl
/2

u^j  =  ­2evlJ
2

  (v
2

  ­  ш) ,  (6) 

dtw  — dxw  — ­u^
2

  (2vlJ
2

v  — u]J
2

w  — w]J
2

u^  =  eu]J
2

  {v
2

  —  uu^j, 

?|t=o  =  г 0 ,  ?|t=o  =  г 0 ,  w?|t=o  =  w 0 .  (7) 

Для  периодических  возмущений  с  нулевыми  средними 

u( t ,x)  =  u 0 ( t )  +  ^  u k ( t ) e i f e c ,  йд%ж)  =  w 0 ( t )  +  ^  w k ( t ) e i f e c ,  Z o  =  {k  €  Z ,k  =  0}, 
fceZo fceZo 

введем  весовое  пространство  Соболева  W 2

:

7 ( R + ;  H C T ) : 

где 

N I L , . , )  =  У  e 2 7 * | u 0 ( t ) | 2  d t + 

+  /  e 2 Y ^  |k | 2 C T | u f c ( t ) | 2  dt  <  oo,  | | | u | t = o | | | H f f  =  | u 0 | 2  +  |k | 2 " |uk | 2 . 

2.  Основные  результаты.  Сформулируем  основные  результаты  работы. 
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Теорема  1.  Для,  любых  u e  =  w e  >  0  существуют  не  завися,щие  от, 7  константы  ^ i ,  q  €  (0,1), 
такие,  что  для  малых  0  <  7  <  1  и  периодических  начальных  данных  (u°,w°)  с  нулевыми  средними, 

для  которых  выполняется  неравенство 

?  +  |||w  <  7  q, 

для  любого  а  >  2  существует  единственное  глобальное  решение  (и, w)  €  Y H C T ) ,  где  7  = 

e/io  >  0, 0  <  fio  ^  ^sS^>  за

дачи  Коши  (3),  (4),  (5). 

Теорема  2.  Пусть  а  >  2  и  выполнены  условия  теоремы  1.  Тогда  состояние  равновесия  ( u e  = 
const  >  0,  w e  =  const  >  0,  u2.  =  w 2 )  является  асимптотически  устойчивым: 

lim  | | |u(x,t)  — u e |  | =  0, 

lim  | | |w(x, t )  — we111Hct  =  0. 

Аналогично  сформулируем  теоремы  для  системы  Годунова­Султангазина. 
Теорема  3.  Для  любых  v 2  =  u e w e  >  0  существуют  не  завися  щие  от  7  константы  /х 0, q  € 

(0 ,1)  такие,  что  для  малых  0  <  7  <  1  и  периодических  начальных  данных  (u 0,?; 0, w 0 )  с  нулевыми 

средними,  для  которых  выполняется  неравенство 

| | | U ° | | | H  +  Щ З 0 Ш н ,  +  | | | w ° <  7 3 / 4 q , 

для  любого  а  >  2  существует  единственное  глобальное  решение  (и,и, w)  €  Y H C T ) ,  где  7  = 

7/i 0  >  0,  задачи  Коши  (6),  (7). 
Теорема  4.  Пусть  а  >  2  и  выполнены  условия  теоремы  3.  Тогда  состояние  равновесия  ( u e  = 

const  >  0  v e  =  const  >  0  w e  =  const  >  0  v 2  =  u e w e )  является  асимптотически  устойчивым: 

lim  | 
t—oo 

||u(x, t)  — ue| 1 |
 Ha =  0, 

lim  | 
t—o 

||v(x,  t)  — Ve|| | Ha =  0, 

lim  || 
t—o 

|w(x, t)  — we| | YHa = 0 
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О  Л О К А Л Ь Н О Й  М О Щ Н О С Т И  К Р И Т Е Р И Е В  Т И П А  К О Л М О Г О Р О В А 
И  О М Е Г А ­ К В А Д Р А Т  В  А В Т О Р Е Г Р Е С С И И 

М .  В .  Б о л д и н 1 

Рассматривается  АД(р)­модель  с  неизвестными  параметрами  и  распределением  ин­
новаций.  По  остаткам  от  оценок  параметров  строится  подобие  эмпирической  функции 
распределения.  На  этой  функции  основываются  статистики  типа  Колмогорова  и  омега­
квадрат  для  проверки  гипотез  относительно  распределения  инноваций. Найдена  асимпто­
тическая  локальная  мощность  соответствующих  тестов. 

Ключевые  слова:  авторегрессия,  остатки,  эмпирическая  функция  распределения,  те­
сты  Колмогорова  и  омега­квадрат,  локальные  альтернативы. 

A  stationary  AR(p)  model  is considered. The  autoregression parameters are  unknown  as 
well  as  the  distribution  of  innovations. Based  on  the  residuals from  the  parametric estimates, 
an  analog  of  the  empirical  distribution  function  is  defined  and  tests  of Kolmogorov's  and  to

2 

type  are  constructed  for  testing hypotheses on  the  distribution  of innovations. The  asymptotic 
power of these tests under  local  alternatives is obtained. 

Key  words: autoregression,  residuals,  empirical  distribution  function,  Kolmogorov's  and 
omega­square tests, local  alternatives. 

1.  В в е д е н и е  и  п о с т а н о в к а  з а д а ч и .  Эмпирическая  функция  распределения  остатков  и  ос­
нованные  на  ней  критерии  согласия  в  линейных  и  нелинейных  регрессионных  моделях  изучаются 
давно,  имеется  обширная  библиография.  В  частности,  в  [1]  рассматривалась  стационарная  AR{p)­

модель 

ut  =  Piut­i  +  • • • +  PpUt­p  +  et,  t  €  Z,  (1) 

где  { e t } — независимые,  одинаково  распределенные  случайные  величины  (н.о.р.с.в.)  с  неизвестной 
функцией  распределения  (ф.р.)  G(x);  Ee l  = 0 0  <  Ee2  <  оо;  в  =  (Pi,  •  •  •  ,PP)

T  —  вектор  неизвест­
ных  параметров,  таких,  что  корни  соответствующего  (1)  характеристического  уравнения  по  модулю 
меньше  единицы. 

Пусть  наблюдения  ui­p,  •  •  •  ,un  —  выборка  из  стационарного  решения  { u t }  уравнения  (1),  а 

вп  =  (Pin,  •  •  •, Ррп)
T  — любая  п 1 / 2 ­состоятельная  оценка  вектора  в ,  построенная  по  этим  наблю­

дениям.  Например,  годится  оценка  наименьших  квадратов  (о.н.к.),  поскольку  она  асимптотически 
нормальна  при  сделанных  предположениях  (см.,  например,  [2,  гл.  5]).  Величины 

et  =  ut  ­  Pinut­i  ­  • ••  ­  Ppnut­p,  t  =  1,•••,n, 

называются  отстатками,  а  функция 

n 

Gn (x)  = n
­i

Y  I  (et  <  x) ,  x  €  R i , 
t = i 

называется  остаточной  эмпирической  функцией  распределения  (о.э.ф.р).  Здесь  и далее  I(•)  означает 

Gn(x) 

n 

G n ( x ) =  n
­i

Y  I  (et  <  x) 
t=i 

ei  , •  •  •  ,  en 
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В  [1] показано:  если  G(x)  дважды  дифференцируема  с  д(х)  =  G'(x)  и  sup x  |g'(x)|  <  оо,  то 

sup  | n 1 / 2 [ G « ( х )  ­  Gn(x)]|  ­— 0,n  —  оо.  (2) 
x 

Утверждение  (2)  позволяет  проверить  гипотезу 

Ho  : G(x)  =  Go (х),  функция  Go(x)  полностью  известна, 

критериями  типа  Колмогорова­Смирнова  и омега­квадрат  Крамера­Мизеса­Смирнова  (далее  крат­
ко  — критериями  Колмогорова  и  омега­квадрат).  А  именно:  пусть  G ­ 1 ( t ) ,  t  €  [0,1],  — обратная  к 
Go(t)  функция,  а 

V „ ( t ) =  n 1 / 2 [ G n ( G ­ 1 ( t ) )  ­ 1 ] 

— остаточный  эмпирический  процесс  (о.э.п.).  Это  — аналог  эмпирического  процесса 

vn(t)=  n
1/2

[Gn(G
­1(t))  ­  t ] . 

В  силу  (2)  при  Ho 

sup  |­0n(t)  ­  Vn(t)|  ­ ­  0,  n  У  ОО.  (3) 
t 

Из  (3)  и  общеизвестных  свойств  v n ( t )  (см.,  например,  [3,  гл.  3])  получаем,  что  при  Ho  процесс  V n ( t ) 
слабо  сходится  в  пространстве  Скорохода  D[0,1]  к  броуновскому  мосту  v(t): 

Vn(t)  v(t),  n  —  оо.  (4) 

H o 

Dn  :=  sup  |r>n(t)|,  ^  =  /  [Vn(t)]2dt. 
t o 

H o 

P(Dn  <  A)  ­  P(sup|v(t) |  <  A ) =  K(A) , 
t 

P <  A) —  P ( /  [v(t)] 2
dt  <  A) =  S(A),  n  —  о , 

o 

где  K(A)  и  S(A)  — известные  и  табулированные  функции  распределения  Колмогорова  и  Смирнова. 

Таким  образом,  статистики  D n  и  Ш"П  можно  применять  для  проверки  Ho  при  больших  n  так  же,  как 
v n ( t ) 

H o 

о.э.п.  и  основанных  на  нем  тестовых  статистик  при  локальных  альтернативах  не  рассматривалось. 
Мы  устраним  этот  пробел. 

Цель  настоящей  работы  — установить  слабый  предел  в  D[0,1]  о.э.п.  V n ( t )  и  основанных  на  нем 

статистик  D n  и  Ш"П  при  локальных  альтернативах. 

Далее  в  п.  2.2  предполагается,  что  | e t }  в  (1)  — п.о.р.с.в.  с  ф.р.  в  виде  смеси 

An(x)  :=  (1  ­  Pn)Go(x)  +  pnH(x),  (5) 

где 
H(x)  ­  ф.р.,  рп  =  m i n { l ,  ­?=},  р  ^  0. 

n 

H o 

H 1 n .  Разумеется,  H 1 n  и  H o  совпадают  при  р  =  0. 
Результат  об  асимптотическом  поведении  V n ( t )  и  основанных  на  нем  статистик  Dn  и  cDn  при 

H 1 n  H 1  n 

Этот  результат  представлен  далее  в  теореме  1  и  следствии  1  при  предположениях  относительно 
ф.р.  инноваций  существенно  более  общих,  чем  (5).  Это  позволяет  рассматривать  в  дальнейшем 
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альтернативы  более  общие,  чем H 1 n . Если  бы { e t } были  наблюдаемы,  то  общий  вид локальных  к 
H o 

необходимость  иметь  при  альтернативе  П 1 / ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ Ш У Ю  оценку  в­ В общей  ситуации  предъявить 
такую  оценку  непросто,  но для альтернативы  (5) такой  оценкой  оказывается  простейшая  о.п.к. 

В настоящее  время  соотношения  типа  (2) (т.е. равномерные  стохастические  разложения  о.э.ф.р.) 
установлены  для различных  авторегрессионных  моделей:  A R M  А,  взрывающейся  и неустойчивой ав­
торегрессии,  АЯ(оо),  ARCH,  GARCH  и для некоторых  других  (см. [5]  и имеющуюся  там библиогра­
фию).  Значит,  в этих  моделях  также  можно  проверять  гипотезы  о распределении  инноваций  тестами 
типа  Колмогорова  и омега­квадрат.  Локальная  мощность  этих  тестов  не исследовалась.  Настоящая 
работа  открывает  путь  к  подобному  исследованию. 

2.  Основные  результаты. 

2.1.  Стохастические  разложения  о.э.ф.р.  Будем  предполагать  сначала,  что с в .  { e t } в  (1)  — 
A n ( x ) 

n 
e 1 n  вместо  е1.) 

Условие  (г). E e 1 n =  0,  sup n  E e 1 n  < оо. 

Условие  (гг). Ф.р. A n ( x )  дважды  дифференцируема,  и s u p n x  | An  (x)| <  о 

Аналогично  остаткам  { e t } от  оценки  /3 n  из п.  1 введем  остатки  от  неслучайного  вектора  в  = 
( # 1 , . . . ,  вр)

Т  €  R p  соотношением 

бДв)  :=  ut  ­  01Mt_1  ­  . . .  ­  ОрЩ­p,  t  =  1 , . . . ,  n . 

Введем  соответствующую  о.э.ф.р.: 

n 

Gn(x,  в) =  n ­ 1  ^  /(et(в)  <  x) , x  €  R 1 . 
t = 1 

в  =  G n (x ,  )  G n (x ) 
e 1

  ,  .  .  .  ,  e n 
Далее  | • | означает  евклидову  норму  вектора. 
Теорема  1.  Пусть  { e t } — н.о.р.с.в.  с  ф.р.  A n ( x ) ,  удовлетворяющей  условиям  (г),  (гг).  Тогда 

при  любых  0 ^  в  <  оо и 5 > 0 

P(  sup  |n 1 / 2 [ G n ( x , в  +  n ­ 1 / 2 T )  ­  Gn(x)]|  >  5) — 0,  n . 
X , | T  | S C 0 

Идея  доказательства  теоремы  1 родственна  идеям  доказательства  теоремы  из  [1]  и теоремы  2.1 
из [5]. 

Пусть  e n

  —  оценка  в  Положим  G n ( x ) := G n (x ,  /3 n ) .  Теорема  1 влечет 

Следствие  1.  Пусть  выполнены  условия  теоремы  1. Пусть  /3 n  —  n 1 / 2
­состоятельная  оценка 

в­  Тогда  при  любом  5 > 0 

P(sup |n 1 / 2 [Gn(x)  ­  Gn(x)] | >  5) — 0, n  —  о . 
x 

Доказательство  следствия  1 стандартно  (см., например,  доказательство  следствия  2.1 в  [5]). 
2.2.  О.э.п.  и  тестовые  статистики  при  локальных  альтернативах.  Обратимся  теперь  к аль­

H 1  n 

(ггг)  G o (x)  H(x ) 
средние  и конечные  дисперсии. 

Условие  (Јv). Функции  распределения  Go(x) и  H(x ) дважды  дифференцируемы,  их  вторые 
производные  ограничены. 

При  условиях  (ггг),  (fv) ф.р. A n ( x )  из (5) удовлетворяет  условиям  (г),  (гг). 

Пусть  вп  — любая  n1/^^^^^^^^^^^^^M  при  условиях  (ггг)  ^v )  оценка  в­  Например,  годится 
(ггг)  G o (x) 

H 1 n ,  n  — о  ,  H o 

H 1  n 

P 

sup |Dn(t)  ­  vn(t) |  0,  n  — о .  (6) 
t 
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v n ( t ) 
следующую  теорему. 

Теорема  2.  Пусть  выполнены  условия  (Ш),  ^ v ) .  Пусть 

5(t)  :=  p [ H ( G ­ 1  (t))  ­  t ] , t  €  [0,1], 

и  функция  5(t)  непрерывна.  Тогда  при  H 1 n  из  (5) 

vn(t)  =  n 1 / 2 [GGn(G ­ 1 ( t))  ­  t]  v(t)  +  5(t),  n  —  оо, 

v(t) 
Из  теоремы  2  получаем 
Следствие  2.  В  условиях  теоремы  2  справедлива  сходимость  по  распределению 

I)n  — sup |v ( t )+  5(t)|,  —  /  [v(t) +  5(t)] 2dt,  n  —  оо. 
t o 
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УДК  511 

С О Х Р А Н Е Н И Е  С В О Й С Т В  О Т О Б Р А Ж Е Н И Й 
Т И П А  Н О Р М А Л Ь Н О С Т И  З А М К Н У Т Ы М И  т а р ­ М О Р Ф И З М А М И 

М .  Ю .  Л и с е е в 1 

Рассматриваются  определения  нормального,  совершенно  нормального,  коллективно­
нормального,  наследственно  нормального  и  паранормального  отображений  и  теоремы  о 
сохранении  этих  свойств  замкнутыми  тар­морфизмами. 

Ключевые  слова: послойная  топология,  map­морфизм,  нормальное отображение,  кол­
лективно­нормальное отображение, паранормальное отображение, наследственно нормаль­
ное отображение,  совершенно  нормальное  отображение. 

The  paper contains definitions of normal, perfectly normal, collectionwise normal, heredita­
rily  normal, paranormal mappings, and  theorems on  how  these properties are  preserved under 
closed map­morphisms. 

Key  words: fiberwise topology,  map­morphism,  normal  mapping,  collectionwise  normal 
mapping, paranormal mapping, hereditarily normal mapping, perfectly  normal mapping. 

Под  пространством  понимается  топологическое  пространство,  а  под  отображением  —  непре­
рывное  отображение  пространств.  Далее  приводятся  определения  отделимости  окрестностями  в 
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множестве,  f­отделимости  окрестностями,  нормального  отображения,  т&р­морфизма,  взятые 
из  [1, 2], и  замкнутого  т&р­морфизма. 

О п р е д е л е н и е  1. Подмножества  A, B  пространства  X  называются  отделимыми  окрестностя­

ми  в  подмножестве  X  'прострете  тва  X , если  множества  A П X  ' и  B П X  'имеют  в X '  дизъюнктные 
окрестности. 

О п р е д е л е н и е  2.  Для отображения  f  : X  — У  множества  A, B  С X  будем  называть  f­отдели­

мыми  окрестностями,  если  любая  точка  y  €  У  обладает  окрестностью  Oy,  в  прообразе  f ­ 1 O y 
A B 

О п р е д е л е н и е  3.  Отображение  f  : X  — У  преднормально,  если  любые  два дизъюнктных  за­
A  B  X  f 

f  : X  — У  нормально,  если  для  любой  окрестности  O  €  ту  отображение  f  :  f  ­ 1 O  — O  преднор­
мально,  где ту — топология  на У. 

О п р е д е л е н и е  4 . Пусть  даны два отображения  f  : X  — Z и g  : У  — Z. Отображение  F  : X  — У 
называется  тар­морфизмом  F  : f  — g,  если  f  =  g о F  (т.е. F ( f ­ 1 z )  С g ­ 1 z ,  Vz € Z) . 

О п р е д е л е н и е  5.  Мар­морфизм  F  : f  — g  отображения  f  : X  — Z  на  отображение  g  : У  — Z 
называется  замкнутым  ш а ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ и  отображение  F  : X  — У  замкнуто. 

Нам  понадобится  следующее  утверждение  (см., например,  [3, теорема  1.4.12]). 
Л е м м а  1.  Отображение  f  :  X  —  У  замкнуто  тогда  и  только  тогда,  когда  для  каждого 

B  С  У  и  каждого  открытого  множества  A  С  X,  содержащего  f ­ 1 ( B ) ;  существует  открытое 

множество  C  С У,  содержащее  B  и  такое,  что  f ­ 1 ( C )  С A. 
Следующая  теорема  показыает,  что, как  и  в  случае  пространств,  свойство  отображения  быть 

нормальным  сохраняется  замкнутыми  тар­морфизмами. 
Т е о р е м а  1. Пусть  отображение  f  пространства  X  на  пространство  Z  нормально,  g  —  отоб­

ражение  пространства  У  на  пространство  Z,  a  F  :  f  —  g  — замкнутый  т&р­морфизм.  Тогда 

g 
Д о к а з а т е л ь с т в .  Пусть  O  €  т г ,  подмножества  У1,У2 С  У  замкнуты  в  У  и  дизъюнктны.  По­

F 

X 1  =  F ­ 1 У  и X 2  =  F ­ 1 У 2  замкнуты  в X  и, кроме  того,  X 1 П X 2  =  0 .  ( 1 ) 

Возьмем  произвольную  точку  zo €  O.  Так как  отображение  f  нормально,  то найдутся  окрестность 
Oz o  С Z и окрестности  O 1 ;  O 2  С  f ­ 1 ( O z 0 )  множеств  f ­ 1 ( O z 0 )  П X 1  и  f ­ 1 ( O z 0 )  П X 2  соответственно, 

O 1  П O 2  =  0  O 1 , O 2  X 
F : f — g 

f  =  g о F  f ­ 1 O z o  =  (g о F ) ­ 1 O z o  =  F ­ 1 ( g ­ 1 O z o ) .  ( 2 ) 

Рассмотрим  множества  У1  П g ­ 1 O z o  и  У2 П g ­ 1 O z o ­  Для них 

F ­ 1 ( У  П g ­ 1 O z o )  =  ( F ­ 1 У )  П ( F ­ 1 g ­ 1 O z o )  =  X  П f ­ 1 O z o  С O i , i =  1 , 2 . 

Действительно,  первое  равенство  очевидно  (прообраз  пересечения  равен  пересечению  прообра­
зов),  второе  же следует  из  (1) и (2). 

F  У1 П g ­  1  Oz o 

жества  O^, которое  содержит  F ­ 1 ( У 1  П g ­ 1 O z o ) ,  найдется  открытое  в У  множество  /Д,  содержащее 
У1  П g ­ 1 Ozo  и  такое,  ч то  F  С  O1. И  аналогично  для  мн ожества  У2 П g ­ 1 Ozo  и  открытого  мно­
жества  O 2 ,  которое  содержит  F ­ 1 ( У 2  П g ­ 1 O z o ) ,  найдется  открытое  множество  U 2  С У,  содержащее 
У 2  П g ­ 1 O z o  и  такое,  что F ­ 1 U 2  С  O 2 . 

Из  того,  что O 1  П O 2  =  0,  следует,  что F П  F ­ 1 U 2 =  0.  Значит,  U 1 П U 2 =  0 . 
Таким  образом,  для произвольно  выбранной  точки  zo €  O  €  т г  найдена  окрестность  Ozo С  Z, 

g ­ 1 O z o  У 1 П g ­ 1 O z o  У 2 П g ­ 1 O z o 

окрестностями  и  [ / 2 , т.е.  множества  У1 и  У2 g­отделимы  окрестностями  и  отображение  g  нор­
мально.  • 

Подобно  тому,  как было  определено  нормальное  отображение,  можно  определить  коллективно­
нормальное  [2] и  паранормальное  отображения. 

f  : X  — У  X  У 
лективно­преднормальным,  если  для любой  дискретной  системы  замкнутых  в X  множеств  ( F s } s e s 
и  любого  y  €  У  найдется  такая  окрестность  Oy  С У  точки  у, что существует  дизъюнктная  система 
окрестностей  { O s  :  O s  С  f ­ 1 O y } s e S  множеств  { F s П f ­ 1 O y } s e S ,  т.е. семейство  { F s } s e S  отделимо 
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окрестностями  в  /  Оу.  Отображение  /  : X  —  Y  коллективно­нормально,  если  для  любого  О  €  ту 
отображение  /  : / ­ 1 О  —  О  коллективно­преднормально. 

/  : X  —  Y  X  Y 
паранормальным,  если  для  любых  точки  у  €  Y  и  счетной  дискретной  системы  замкнутых  в  X  мно­
жеств  {Fn}п<ш  найдется  такая  окрестность  Оу  С  Y  точки  у,  что  система  множеств  {Fn  П  / ­ 1 О у } п < ш 

может  быть  расширена  до  локально  конечной  системы  окрестностей  { О п  :  О п  С  / ­ 1

О у } п < ш ,  т.е. 
(Fn  П  / ­ 1 О у )  С  Оп  и  ( F m  П  / ­ 1 О у )  П  Оп  =  0  &  ( F m  П  / ­ 1 О у )  =  F  П  / " 1 О у ) .  Отображение 
/  : X  —  Y  паранормально,  если  для  любого  О  €  ту  отображение  /  : / ­ 1 О  —  О  предпаранормально. 

З а м е ч а н и е .  Определения  6  и  7  являются  обобщениями  понятий  коллективно­нормального  и 
паранормального  пространств  (в  смысле  Никоша,  см.  [4]),  убедиться  в  этом  можно,  рассмотрев 

Y 
ние  нормально.  Таким  образом,  коллективная  нормальность  отображения  является  более  сильным 
свойством,  чем  нормальность  отображения.  Также  очевидно,  что  всякое  нормальное  отображение 
является  паранормальным. 

Следующая  теорема  доказывается  аналогично  теореме  1. 

Т е о р е м а  2.  Пусть  отображение  /  пространства  X  на  пространство  Z  коллективно­нор­

мально  (паранормально),  д —  отображение  пространства  Y  на  пространство  Z,  a  F  :  /  —  g  — 

замкнутый  т&р­морфизм.  Тогда  отображение  g  коллективно­нормально  (паранормально). 

О п р е д е л е н и е  8.  Нормальное  отображение  /  :  X  —  Z  называется  совершенно  нормальным 

отображением,,  если  для  любого  подмножества  X '  С  X ,  открытого  в  X ,  и  каждой  точки  zo  €  Z 
найдется  окрестность  Оzo  С  Z  этой  точки,  такая,  что  множество  / ­ ^ z o  П X '  имеет  тип  Fa  в  X . 

/  :  X  —  Z  g 
странства  Y  на  пространство  Z,  a  F  : /  — g  — замкнутый  т&р­морфизм.  Тогда  отображение  g 
совершенно  нормально. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим  произвольное  множество  U  С  Y,  открытое  в  Y.  Поскольку 
отображение  F  непрерывно,  его  прообраз  F ­ 1 U  С  X  открыт  в  X .  Но  по  условию  теоремы  отобра­

/  z o  €  Z 
О z 0  С  Z,  такая,  что 

те 

/ ­ ^ Z o  П F ­ 1 U  =  ( J  C , 
i = 1 

где  Ci  —  замкнутые  подмножества  X ,  i  €  N.  Теперь  рассмотрим  множество  g ­ 1  Оzo  П  U  С  Y, 
учитывая  предыдущее  равенство  и  то,  что  / ­ 1 О z o  =  F ­ 1  о g ­ 1  Оzo.  Имеем  следующие  соотношения: 

g ­ ^ z o  П U  =  F  о F ­ 1 ( g ­ ^ z o  П U)  =  F ( F ­ 1 g ­ ^ z o  П F ­ 1 U )  = 
те те 

=  F ( / ­ ^ z o  П F ­ 1 U )  =  F ( | J  Ci)  =  ( J  F(Ci) , 
i = 1  i = 1 

так  как  отображение  F  замкнуто,  подмножества  F(Ci)  замкнуты  в  Y,  i  €  N. 
Y  U  z o  €  Z 

нашлась  ее  окрестность  Оzo  С  Z,  такая,  что  множество  g ­ 1  Оzo  П [ /имеет  тип  Fa,  кроме  того,  из 
g g 

совершенно  нормально.  • 
Следующее  определение  приведено  в  [1]. 

О п р е д е л е н и е  9.  Ограничение  / '  =  /  : X '  —  Z  отображения  /  : X  —  Z  на  подмножество  X ' 
X / 

/ : X — Z 
/ ' 

Нам  потребуется  следующее  утверждение  [5, §1]. 
/  :  X  —  Y  X  Y 

замкнуто,  то  для  любого  множества  B  С  Y  отображение  /  : / ­ 1

B  —  B  также  замкнуто. 

Эту  лемму  можно  распространить  со  случая  пространств  на  случай  отображений. 
F  :  /  —  g  /  :  X  —  Z 

ражение  g  :  Y  —  Z  замкнут,  то  для  любого  подотображения  g'  отображения  g  т&р­морфизм 

F  : F ­ 1 g '  — g'  тоже  замкнут. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим  произвольное  подотображение  g'  =  g|y,  : Y '  —  Z  отображения 
g.  Рассмотрим  замкнутое  в F ­ 1 Y '  подмножество  M , тогда  в X  существует  замкнутое  множество  N,  в 
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пересечении  с  F~
l

Y'  дающее  множество  М ,  т.е.  М  =  F~
l

Y'  П N .  Поскольку  множество  N  замкнуто 
в  X ,  а  отображение  F  замкнуто,  получаем,  что  множество  F ( N )  замкнуто  в  Y .  Следовательно, 
замкнуто  в  Y'  множество 

У
1

  П F(N)  =  F(F"1Y/  П N )  =  F ( М ) . 

Таким  образом,  получили,  что  образ  F ( М )  замкнутого  в  F ­ 1 Y /  множества  М  замкнут  в  Y / , 
а  это  означает,  что  отображение  F  :  F ­ 1 Y /  —  Y /  тоже  замкнуто,  и,  так  как  g /  =  gjy,  :  Y /  —  Z, 
получаем,  что  map­морфизм  F  : F~

l

g'  —> g'  замкнутый.  • 
Теорема  4.  Пусть  отображение  f  :  X  —  Z  наследственно  нормально,  g  —  отображение 

пространства  Y  на  пространство  Z,  a F  : f  — g  —  замкнутый  map­морфизм.  Тогда  отображение 

g  наследственно  нормально. 

Доказательство .  Рассмотрим  произвольное  подотображение  g /  =  gjy/  : Y /  —  Z  отображения 
g.  Тогда  прообраз  F ­ 1 Y /  с  X  дает  нам  подотображение  f /  : F ­ 1 Y /  —  Z  отображения  f . 

f  f / 

мально.  По  лемме  3  map­морфизм  F  : ( f /  =  F ­ 1 g / )  — g /  тоже  замкнутый.  Тогда  поскольку  отобра­
жение  / '  нормально,  то  по  теореме  1 получаем,  что  и  отображение  д'  тоже  нормально.  • 
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З А Д А Ч А  М И Н И М А К С Н О Й  О П Т И М И З А Ц И И  С И С Т Е М Ы 
С Т А Б И Л И З А Ц И И  Л И Н И И  В И З И Р О В А Н И Я 

В .  В .  Л а т о н о в 1 

Приводится  решение задачи минимаксной стабилизации линии визирования в окрест­
ности  программной  траектории.  Движение  этой  линии  описывается  системой  линейных 
дифференциальных  уравнений  четвертого  порядка.  В  задаче  возмущения  представлены 
в  виде  отклонений  начального  положения  от  нуля,  а  также  в  виде  постояннодействую­
щих  возмущений.  Стабилизация  осуществляется  посредством  линейной  обратной  связи. 
Коэффициенты  обратной  связи  вычислены  как  оптимальные  при  наихудших  возможных 
возмущениях. 

Ключевые  слова: линия визирования, оптимизация, стабилизация, минимаксное управ­
ление,  матричное  уравнение. 

The  solution  of the  problem of minimax stabilization  of the  line of sight  in  the  vicinity of 
the  program trajectory  is given. The  motion of this line is described by a system of fourth­order 
linear  differential  equations.  In  the  problem,  perturbations  are  represented  as  deviations  of 
the  initial  position  from  zero  as  well  as  constant  perturbations.  Stabilization  is  carried  out 
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through  linear  feedback.  The  feedback  coefficients  are  calculated  as  optimal  for  the  worst 
possible perturbations. 

Key  words: line of sight, optimization, stabilization, minimax control, matrix equation. 

1.  В в е д е н и е .  В  работе  fl]  изложена  математическая  постановка  задачи  минимаксной  стаби­
лизации  линейной  системы,  где  в  качестве  критерия  качества  стабилизации  выступает  функционал 
Больца;  возмущения  в системе  — это  начальные  отклонения  от  нуля.  Метод,  использованный  в  рабо­
те  [1],  разобран  на  примере  стабилизации  линейной  системы  дифференциальных  уравнений  второго 
порядка.  В  работе  [2]  этот  метод  применяется  для  построения  минимаксной  стабилизации  системы 
третьего  порядка.  В  [3] решается  задача  минимаксной  стабилизации  в  случае  невыполнения  условий 
Калмана.  В  упомянутых  работах  отклонения  начальных  условий  от  нуля  играют  роль  возмущений. 

В  настоящей  работе  решена  задача  минимаксной  стабилизации  системы  линейных  дифферен­
циальных  уравнений  четвертого  порядка.  В  задаче  рассмотрены  возмущения  начальных  условий 
системы,  а  также  постояннодействующие  возмущения.  Стабилизация  осуществляется  посредством 
линейной  обратной  связи.  Аналитически  описано  множество,  из  которого  следует  выбирать  коэф­
фициенты  линейной  обратной  связи,  обеспечивающие  требуемый  запас  устойчивости.  Для  описания 
этого  множества  применена  теорема  Харитонова  [4],  из  которой  определяются  условия  устойчиво­
сти  решения  системы  линейных  дифференциальных  уравнений  с  параметрами.  Приведен  пример 
решения  этой  задачи  при  заданных  численных  параметрах. 

2.  Математическая  постановка  задачи.  Рассматривается  система,  описанная  в  работе  [5]. 
Рассматривается  подвижное  основание,  движение  которого  моделируется  машиной  Дубинса.  Че­
рез  а  обозначим  угол  курса  основания.  Обозначим  через  C  точку,  связанную  с  основанием.  Через 
O^1^2^3 обозначим  опорную  систему  отсчета  — систему,  не  совершающую  вращательных  движений, 
а  через  Cz 1 z 2 z 3 —  приборную  систему  отсчета,  жестко  связанную  с  основанием  и  совершающую 
поступательные  и  вращательные  движения.  Через  E  обозначим  цель,  неподвижную  относительно 
инерциальной  системы  координат  и удаленную  от основания  на  бесконечное  расстояние.  Сопоставим 
ей  линию  визирования  — прямую,  соединяющую  эту  точку  с точкой  C  Также  на  основании  закреп­
лен  цилиндрический  объект,  обладающий  ненулевой  массой  и  моментами  инерции.  В  дальнейшем 
будем  обозначать  его  координаты  индексом  P  и  называть  направляющим  цилиндром.  Центр  масс 
цилиндра  совпадает  с  точкой  C  Цилиндру  также  сопоставим  линию  визирования,  совпадающую  с 
его  осью  симметрии.  Каждая  из  линий  визирования  задается  двумя  параметрами  — углом  курса  ср 
и  углом  возвышения  в.  Угол  курса  отсчитывается  от  направления  оси  Cz2,  угол  возвышения  — от 
плоскости  Cz 1  z2. 

Рассмотрим  задачу  оптимизации  стабилизации  линии  визирования  цилиндра  в  окрестности  ли­
нии  визирования  цели  на  заданном  временном  промежутке.  Обозначим  через  to  момент  начала 
движения  основания,  через  Ј1  момент  окончания  движения  (Ј1  =  оо).  Тензор  инерции  J r  цилиндра 
в  главных  осях  инерции  —  диагональный: 

/ Л  0  0  \ 
Jr  =  (  0  / 2  0  ]  . 

\ 0  0  V 

Параметры  (срр,вр) — это  углы  курса  и  возвышения  цилиндра;  ( Р Е ,  в#) — углы  курса  и  воз­
вышения  линии  визирования  цели  относительно  подвижного  основания.  Запишем  полную  систему 
уравнений,  определяющую  движение  цели  и цилиндра  в системе  координат,  связанной  с  основанием: 

( / 1 cos2 вр  +  / 2 sin 2  вр)фр  =  U^P  ­  va{j1  cos2 вр  +  / 2 sin 2  вр)  +  вр(ш а  +  срр)(Д  ­  / 2 )  sin(2ep), 

Д в р  =  Щр  ­  (0Ja  +  Р р ) 2 ( / 1  ­  / 2 )  sin  вр  Cos  вр, 

(1) 

a  =  Va­

Параметры  w a  и v a — это угловая  скорость  и угловое  ускорение  подвижного  основания  при  вращении 
вокруг  вертикальной  оси;  и^р  и  и$р  — управления,  обеспечивающие  движение  цилиндра. 

3.  Минимаксная  стабилизация  билинейной  системы.  Предположим,  что  основание  дви­
жется  произвольным  образом.  Будем  считать,  что  программная  траектория  направляющего  ци­

E 
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относительно  инерциальной  системы  координат.  Запишем  уравнения  в  вариациях  по  начальным 
условиям  для  цилиндра,  управлениям  и  возмущениям.  Программные  управления,  необходимые  для 
поддержания  цилиндра  в  неподвижном  положении,  —  нулевые  моменты  u*ipP  =  0  и  ­и^р  =  0.  За­
дадим  вектор  фазовых  координат  x  =  (xi,x2,x3,x4)

T,  где  x\  =  рр  — cpe,  x 2  =  вp  —  Q E 5  x 3  = 

pp  — pEi  x4  =  вр  — QE­  Также  зададим  вектор  стабилизирующих  управлений  ёи  =  (ёи*р,  5щр),  где 
ёи*р  =  и*р  — и*р,  ёщр  =  щр  — и^р.  Зададим  перемеиную  г; — возмущение  по  ша  и  переменную 
w — возмущение  по  va.  При  линеаризации  системы  (1)  в  окрестности  программных  траекторий  не 
остается  слагаемых,  содержащих  v  и  w.  Рассмотрим  систему,  содержащую  билинейные  компонен­
ты  xv,  отбросив  остальные  члены  второго  порядка  малости.  В  матричной  форме  она  имеет  вид 
x  =  ( A o  +  A\v(t))x  +  Вёи  +  B i v( t )  +  B2w(t).  Будем  считать,  что  v(t)  =  v  =  const  и  w  =  0.  Огра­
ничим  v:  |v|  ^  v.  В  этом  случае  компоненты  матрицы  Ao +  A i v  принимают  значения  из  конечного 
отрезка.  Полученная  система  уравнений  имеет  вид 

f 

x

  1
  x3ч 

x 2 =  x4, 
<  2  2  ( 2 ) 

xз  =  (ёи*р  +  (Ii  — I2)  sin  2QEvx4)/ ( I i  cos2  QE  +  I2 sin 2  QE) , 
x 4 =  (ёщр  — (Ii  — l2)sin2QE v x 3 ) / I i . 

Построим  стабилизирующее  управление  следующим  образом:  ёи*р  =  ki*xi  +  k2*x3  и  ёщр  = 

kwx2  +  x^.  Получим  однородную  систему  линейных  дифференциальных  уравнений  в  виде  x  = 
A(k, v)x,  где  через  k  обозначается  упорядоченная  четверка  коэффициентов  ( k i * , k 2 * , k i e , k 2 $ ) .  Зада­
дим  интегральный  функционал  качества  стабилизации: 

оо 

Ф(к, x ( t o ) , v )  = j  x T
 E4xdt,  (3) 

to 

где  E4  — единичная  матрица  размером  4  х  4.  Пусть  начальное  рассогласование  линий  визирова­
ния  принадлежит  единичному  шару  в  четырехмерном  пространстве,  т.е.  11x(to) 11  ^  1.  Через  Qo 
обозначим  выпуклое  односвязное  компактное  множество,  из  которого  могут  быть  выбраны  коэф­
фициенты  к.  Множество  Qo  содержит  только  те  коэффициенты  к,  при  которых  решение  систе­
мы  (2)  асимптотически  устойчиво  (в  противном  случае  функционала  Ф(к,x(to),v)  может  не  су­
ществовать).  Поставим  задачу:  вычислить  коэффициенты  линейной  обратной  связи,  при  которых 
функционал  (3)  принимал  бы  наименьшее  значение  в  случае  возмущений,  стремящихся  его  мак­
симизировать:  max  max  Ф(к,x(to),v)  —  min .  В  настоящей  работе  рассматривается  упрощенная 

Н<5  ||ic(to)||sCi  k€Qo 
k2*  k2 

ki*  ki  k2*  k2 

ростью  углового  движения  цилиндра  и  силой  вязкого  трения,  действующего  на  него.  Далее  под 
функцией  переменной  к  будем  подразумевать  функцию  параметров  k i *  и  ki$,  а  под  минимумом 
по  к — минимум  по  k i * и  ki$. 

Введем  обозначения:  C  =  I i cos2 Q E  +  I 2 sin 2  Q E  D  =  ( I i  —  I 2 )  sin 2QE.  Сначала  определим  мно­
Q o  к 

запас  устойчивости  ao  решению  системы  (2).  Сделаем  замену  переменных  x i  =  e ­ a o  * yi ,  i  =  1, 2, 3, 4. 
Характеристический  многочлен  системы  (2)  имеет  вид 

P(v,  А)  =  a0{v)  +  ai(v)\  +  a2(v)\  —  Л  +  A , 
C I i 

где 

a0(v)  =  (kitpkw  ­  (k2lfkie  + kivk2e)ao  ­  (Iikiv  + Ckiv  ­k2ipk2e  ­D
2

v
2

)al  +  (I\k2ip  + Ck2e)al  ­\­Chal)­^, 

ai(v)  =  (k2ipkw  + kivk2e  +  {2hkiv  + 2Ckw  ­  2k2ipk2e  ­  2D
2

v
2

)a0  ­  3{hk2v  +  Ck2e)al  ­  AChal)­^, 

a2(v)  =  {k2ipk2Q  ­  hkiv  ­  Ckw  +  D
2

v
2

  +  3hk2lfa0  +  3Ck2ea0  +  бСДско)^­. 
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Только  три  коэффициента  полинома  зависят  от  v  — это  ао,  а\  и  а 2 .  Более  того,  они  зависят 
только  от  v 2 ,  поэтому  достаточно  получить  условия  устойчивости  при  v  €  [0, V].  Рассмотрим  четыре 
полинома,  которые  получаются  из  P(v,  А) при  б е д у ю щ и х  наборах  коэффициентов,  зависящих  от  v: 

1)  ao(v),  ai(v),  02(0);  2)  ао(0)  ai(0),  а 2 ( v )  3)  ao(V)  ai(0),  a2(0)  4)  ао(0),  a i ( v )  a2(v). 

Этим  четырем  полиномам  соответствуют  четыре  области  устойчивости  Qi,  i  =  1, 2, 3, 4.  Соглас­
но  теореме  Харитонова  Qo  =  П 4 = i  Qi­  Аналитически  границы  множеств  Qi  задаются  при  помощи 
неявных  функций.  Их  представление  очень  громоздко.  Однако  у  всех  четырех  множеств  часть  гра­
ницы  определяется  одной  и  той  же  гиперболой  h(kip ,k ie , ao )  =  0,  где 

h(kip,  kie,  ao)  =  kitpkie  ­  kipao(k2e  +  l i a o )  ­  kwao(k2p  +  Cao)  + 

+  (k2p k2e  +  D 2 V 2 ) a 2  +  ( I i k 2 p  +  Ck2e )ao  +  hCa^. 

Асимптоты  этой  гиперболы  задаются  уравнениями  k i p  =  a o (k 2 e  +  l i a o )  и  kie  =  a o ( k 2 p  +  Cao) . 
Обозначим  через  prk 1 Ґ ,k 1 e(Qo)  проекцию  на  плоскость  ( k i p ,  kie)  множества  Q o .  Она  представляет 
особый  интерес,  поскольку  именно  на  этой  плоскости  в  дальнейшем  будет  проводиться  поиск  мини­
мума. 

Для  отыскания  минимакса  требуется  найти  способ  вычисления  возмущений,  доставляющих 
максимум  функционалу  (3)  при  произвольно  взятых  коэффициентах  к  и  произвольно  выбранном  v. 
Введем  обозначение 

оо 

H (k , v )  = j  e
AT(М*Ј4е

А(М*  dt. 

to 

Тогда  интегральный  функционал  представим  в  виде  терминального  функционала: 

Ф(к ,ж(^ ),v)  =  x T  ( t o ) H  (k ,v)x(to) . 

Матрица  H (к,  v)  согласно  результатам,  приведенным  в  работе  [6],  находится  из  матричного 
уравнения 

A
T  (к, v ) H  (к, v)  +  H  (к, v)A(k, v)  =  ­ E 4 , 

где  симметричная  матрица  H  (к, v)  определена  положительно.  Максим ум  по шару  | | x ( t o ) | |  ^  1 функ­
ционала  Ф(к,  x ( t o ) ,  v)  равен  его  максимуму  по  сфере  | | x ( t o ) | |  =  1 при  любом  фиксированном  значе­
нии  v,  поскольку  квадратичная  функция  x T ( t o ) H ( к , v)x(to)  строго  выпуклая.  Максимум  этой  функ­
ции  совпадает  с максимальным  собственным  значением  матрицы  H(к,  v),  а  аргумент  x° ( to ) ,  на  кото­
ром  достигается  максимальное  значение  функции  по  начальным  возмущениям,  — это  собственный 
вектор,  соответствующий  максимальному  собственному  значению  матрицы  H (к,  v). Через  обозна­
чим  i­e  собственное  значение  матрицы.  Абсолютный  минимум  функции  max  max  Ф(к,  x ( t o ) ,  v)  по 

HsCi;  | | x ( t o ) | | =  i 

к  Q o  Q o 

Ограничим  все  константы  неравенствами  k ip  ^  —12  kie  ^  —12  чтобы  множество  P r k 1 v k 1 e (Qo) 
было  компактным.  Матрица  H(к,  v)  и  ее  собственные  значения  и  собственные  векторы  имеют  гро­
моздкое  представление  в  аналитическом  виде.  Зададим  параметры  системы  для  численного  модели­
рования:  0Е  =  0.3  I i  =  2.5  1 2  =  1.5  k 2 p  =  —9;  k 2 e  =  —8;  a o  =  0.9  V =  3.5.  Таким  образом,  каждая 
клетка  hi ,  матрицы  H  (к, v)  —  это  функ ция  k i p  kie  и  v.  Точка  минимума  собственных  значений 
H (к,  v)  может  находиться  как  на  границе  множества  Wk1iphie  ( Q o )  т а к  и  внутри  него.  Использу­
ем  концепцию  активных  индексов,  предложенную  в  работе  [1]:  введем  множество  индексов  J  (к, v), 
такое,  что  j  €  J  (к, v),  если  /х,­ (к, v)  =  max  /^(к, v).  Все  собственные  значения  этой  матрицы  — 

функции  k i p  kie  и  v. 
Рассмотрим  внутренние  точки  множества  P r k 1 v k i e  (Qo)•  Необходимое  условие  минимума  для 

да­  (кР  v)  да­  (k1

  v ) 

внутренних  точек  записывается  в  виде  уравнений  Q K L  '  =  dkw
  =  ^'  Д л я  граничных  точек 

множества  pfk 1 v k 1 e  (Qo)  условия  минимума  определяются  иначе  [1].  Если  в  граничной  точке  к°  до­

стигается  локальный  минимум  функции  (к, v)  на  множестве  P r k 1 v k 1 e ( Q o )  т °  существ уют  v,  ^  0, 
j  €  J(k,  v),  и  вектор  а  €  К*,  такие,  что  Y^f^j^v)  Ц  +  а  ^  0  и  Y^f^j^v)

  u

j
9

^dk  +  « Т  =  0,  где 
K*(k o ) — двойственный  конус,  построенный  в  граничной  точке  к°.  Определение  двойственного  ко­
нуса  приведено  в  работе  [7]. 
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Соотношением  =  ^  определяется  необ­
ходимое  условие  максимума  на  внутренней  точке  от­
резка  [—V, V].  Максимум  по v также  может  достигать­
ся  в  одной  из  точек  ±V,  поэтому  значения  функции 
fij  (k, v)  проверяются  и в  этих  точках. 

Воспользуемся  указанными  условиями  и  вычис­
k v 

f  j ( k , v) 

данных  параметрах  минимакс  достигается  в  точке 
( k ° p  =  —9.97701, kk°e  =  —8.60929)  при  значен пи  v°  = 
±3.5.  Наихудшее  начальное  возмущение  достигается 
в  двух  точках,  симметричных  относительно  начала 
координат: 

x°(t°)  =  (0.101173, 0.983958, —0.0169072, 0.145961), 

x°(t°)  =  (—0.101173, —0.983958, 0.0169072, —0.145961). 

На  рисунке  жирными  линиями  показана  проек­
ция  Q°  на  плоскость  (k\v,k\e)  и  точка  k° . Также  на 

рисунке  изображены  ветви  гиперболы  h(k\v,  k\$,a°)  =  0,  образующие  часть  границы  множества 
P

T

k1ipkw  (Q°)>  асимптоты  этой  гиперболы.  Точка  k 2p  =  —9, k2e  =  —8,  выбранная  для  численного 
моделирования,  удовлетворяет  критерию  Гурвица. 

4.  В ы в о д ы .  Приведено  решение  задачи  минимаксной  стабилизации  линии  визирования  на­
правляющего  цилиндра  на  подвижном  основании.  Цель  задачи  — вычисление  коэффициентов  об­
ратной  связи,  обеспечивающих  оптимальную  стабилизацию  в  смысле  квадратичного  функционала 
при  наихудших  начальных  и  постояннодействующих  возмущениях.  Приведено  аналитическое  опи­
сание  множества,  из  которого  выбираются  коэффициенты  обратной  связи.  Множество  построено 
с  применением  теоремы  Харитонова.  Для  заданных  параметров  численно  найдены  коэффициенты 
обратной  связи. 

Работа  выполнена  при поддержке  гранта  РНФ №  18­00­01590. 
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